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Informacje wstepne

Rozprawa doktorska mgra Macieja Kucharskiego liczy okoto 120 stron i jest napisana
w jezyku angielskim. Rozprawa podzielona jest na 5 rozdziatéw, z ktérych pierwszy ma
charakter wstepny - zawiera opis gléwnych wynikéw dysertacji oraz ich motywacje i tlo
literaturowe. Kolejne rozdzialty zawieraja nowe rezultaty oraz ich dowody otrzymane przez
doktoranta i sa oparte na nastepujacych pracach matematycznych.

[K1] M. Kucharski, B. Wrébel, A dimension-free estimate on L? for the mazimal Riesz
transform in terms of the Riesz transform, Math. Ann. 386 (2023), 1017-1039.

[K2] M. Kucharski, B. Wrébel, J. Zienkiewicz, Dimension-free LP estimates for higher
order maximal Riesz transforms in terms of the Riesz transforms, preprint 2023.
arXiv:2305.09279

[K3] M. Kucharski, B. Wrébel, On LP estimates for positivity-preserving Riesz trans-
forms related to Schrédinger operators, Ann. Inst. Fourier (Grenoble), przyjeta do
publikacji. arXiv:2203.15530

[K4] M. Kucharski, Dimension-free estimates for positivity-preserving Riesz transforms
related to Schrodinger operators with certain potentials, preprint 2024.
arXiv:2405.01415

Praca [K1] zostala opublikowana w prestizowym czasopi$émie matematycznym, a praca
[K4] zostata przyjeta do publikacji w periodyku podobnej rangi. Prace [K2| i [K4] zostaly
zgloszone do publikacji i oczekuja na decyzje redakcji czasopism.

Jak widaé prace [K1-K3| sa wspélautorskie, gdzie w kazdym przypadku jako wspotau-
tor/jeden ze wspélautoréw wystepuje promotor rozprawy. Indywidualny wktad doktoranta
do tych prac jest bardzo znaczacy. Stosowna analiza znajduje si¢ w dalszej czesci niniejszej
recenzji. W stosunku do prac [K1-K4| tresé rozprawy zawiera prostszy dowdd specjalnego
przypadku jednego z gléwnych wynikéw (Sekcja 3.2) oraz jest poszerzona o pewne stan-
dardowe dowody/rozumowania i rézne szczegdly.

Zarys tematyki

Transformaty Riesza sa fundamentalnymi operatorami w analizie harmonicznej, ktore
byly szeroko badane w rozmaitych kontekstach przez ostatnie kilkadziesiat lat. Za tymi
badaniami stojg oczywiscie glebokie motywacje, a takze rézne zastosowania, ktérych opis
mozna znalezé w standardowych podrecznikach. Do podstawowych wynikéw dotyczacych
transformat Riesza nalezg te nawigzujace do ich ograniczonosci na LP i innych przestrze-
niach funkcyjnych, a takze oszacowania stowarzyszonych norm operatorowych.



Klasyczne transformaty Riesza Ri,...,R, w R”, n > 1t sy prototypami calek sin-
gularnych i ich teorii zainicjowanej zasadniczo® przez A. Calderéna i A. Zygmunda w la-
tach 50tych ubiegtego wieku. Wsréd klasycznych rezultatéw tyczacych si¢ operatoréw R;,
j =1,...,n, nelezy wymienié¢ ograniczono$¢ na LP(R™), 1 < p < oo, i analogiczna ograni-
czono$¢ powiazanych operatorow maksymalnych, tzw. maksymalnych przycietych transfor-
mat Riesza.

W latach 80tych ubieglego wieku E.M. Stein udowodnit, ze norma wektora transformat
Riesza (Ry,...,R,) jako operatora z LP(R") do L},(R™), 1 < p < oo, jest kontrolowana
przez stala niezalezna od wymiaru n > 1 (to oczywiscie implikuje analogiczna bezwymiaro-
wa kontrole dla kazdego R; z osobna). Nastepnie J. Duoandikoetxea i J.L. Rubio de Francia
uogd6lnili ten wynik na transformaty Riesza dowolnego rzedu. Aspekt niezaleznosci od wy-
miaru jest intrygujacy i gteboki, a jego relatywnie trudne badanie w réznych sytuacjach
stanowi wazny nurt we wspolczesnej analizie harmonicznej.

W latach 2006-2011 J. Mateu, J. Orobitg, C. Pérez i J. Verdera (w kilku pracach
i w réznych konfiguracjach autoréw) uzyskali wynik moéwiacy, ze norma L, 1 < p <
0o, maksymalnej przycietej transformaty Riesza dowolnego rzedu w R"™ jest kontrolowana
przez norme LP wyjéciowej transformaty Riesza'. W tym sensie jest to kontrola operatora
maksymalnego przez operator wyjsciowy, co jest do$¢ nieintuicyjnym i nieoczekiwanym
rezultatem (kontrola odwrotna jest oczywista).

Odpowiedniki klasycznych transformat Riesza byty studiowane w przerdéznych sytu-
acjach, lietratura przedmiotu jest naprawde bogata. Jednym z zauwazalnych nurtéw jest
tutaj kontekst operatoréw Schrodingera L = —A/2 +V w R", gdzie do klasycznych za-
gadnien nalezy ograniczonosé¢ transformat Riesza na LP(R™) w zaleznosci od warunkéw
regularnosci naktadanych na potencjat V.

Pewnym mankamentem teorii transformat Riesza dla operatoréw Schrodingera jest brak
ich kanonicznej definicji, co niestety w literaturze prowadzi do pojemnej (w moim postrzega-
niu zbyt pojemnej) terminologii transformata Riesza obejmujacej zaréwno operatory /calki
singularne, jak réwniez pewne operatory niesingularne i co wiecej zachowujace dodatniosé
funkcji. Natura tych ostatnich operatoréw oraz filozofia i metody ich badania sg zupelnie
inne, a zarazem mniej wysublimowane, niz w przypadku singularnych transformat Riesza.

Wyniki rozprawy

Rezultaty dysertacji w naturalny sposéb dziela sie na dwie grupy skupione w Rozdzia-
tach 2-3 oraz 4-5, odpowiednio.

Wyniki zwigzane z klasycznymi transformatami Riesza. Niech R} bedzie ope-
ratorem maksymalnym zwigzanym z przycigciami transformaty Riesza R; w R". Gléwnym
wynikiem Rozdzialu 2 jest oszacowanie

(1) HR;kaLQ(Rn) < CHR]fHLQ(R")J f € L2(Rn)’ j = 17 cee, N,

gdzie C := 2-108 jest absolutng stala numeryczng, w szczegdlnosci niezalezng od wymiaru
n > 1. Prosta konsekwencja (1) jest szacowanie

2) IBi S Bl gy < Oy, S € LR

Strategia dowodu (1) opiera sie na odpowiedniej faktoryzacji przycietych transformat Rie-
sza inspirowanej pracami Mateu i wspoétautoréw. Wowczas, w duchu metod pochodzacych

t W przypadku jednowymiarowym n = 1 operator R; jest transformatg Hilberta.
b Korzenie tej teorii siegaja prac M. Riesza z lat 20tych XX wieku.
1 W tym wyniku stale w szacowaniach L? sg zalezne od wymiaru.
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od J. Bourgaina, analiza skupia si¢ na rodzinie operatoréw pochodzacych z tej faktory-
zacji: oszacowaniach mnoznikow fourierowskich z nig zwigzanych i dalej stowarzyszonego
operatora maksymalnego.

Rozdziat 3 zawiera uogdlnienie powyzszych wynikéow jednoczesnie w dwoch kierunkach:
w miejsce przestrzeni L?(R™) rozwaza si¢ LP(R™) dla 1 < p < 0o oraz rozwaza si¢ transfor-
maty Riesza dowolnego rzedu. Transformaty Riesza Rp rzedu k > 1 sa definiowane przez
harmoniczne wielomiany jednorodne rzedu k w R”, tzw. harmoniki przestrzenne® rzedu k.
Niech R} oznacza operator maksymalny stowarzyszony z przycieciami transformaty Rp.
Gléwnym wynikiem Rozdzialu 3 jest szacowanie

(3) ||(R}(31f>aR7-_’mf)HL§2(Rn) <A(pak)||(RP1f7'"aRme)HLi’Q(Rn)a fELp(Rn)a

gdzie (Py,...,P,) jest dowolnym wektorem m > 1 harmonik przestrzennych rzedu k,
a A(p, k) stala zalezna tylko od p € (1,00) i k > 1, w szczegdlnodci niezalezna od m i od
wymiaru n > 1. Zauwazmy, ze (3) mozna interpretowaé jako daleko idace uogdlnienie (1).

Konsekwencja (3) i wspomnianego powyzej wyniku Duoandikoetxei i Rubio de Francii
jest duzo ogdlniejsza wersja szacowania (2):

(4) ISy B Il oy < GOy f € PR,

gdzie (Y1,...,Y,(nk)) jest ukladem a(n, k) harmonik przestrzennych rzedu & > 1 w R”
generowanych przez dowolna baze ortogonalna! przestrzeni harmonik sferycznych rzedu k
i unormowanych tak aby R%/I + ...+ R%a(n o = (—1)F1d; stata G(p,k) zalezy tylko od
p € (1,00) i k > 1, w szczegdlnosci nie zaieZy od wymiaru n > 1. Dysertacja zawiera
ponadto szacowania asymptotyczne stalych A(p, k) i G(p, k) gdy k jest ustalone, a p — 1T
lub p — oc.

Nier6wnosci (3) i (4) stanowia bez watpienia gléwne osiagniecie calej rozprawy. Do-
wod (3) jest diugi i technicznie skomplikowany, taczy w sobie wiele zaawansowanych ele-
mentéw /narzedzi, m.in. odpowiednia faktoryzacje operatoréw R}, oraz zespolong metode
rotacji pochodzacg od T. Iwanca i G. Martina.

Wyniki zwigzane z transformatami Riesza dla operatoréw Schrodingera.
W rozprawie rozwazane sa ,transformaty Riesza” RY, dla operatoréw Schrodingera L =
—A/2+V ktére sa operatorami/catkami niesingularnymi i zachowujacymi dodatnio$¢ funk-
cji. De facto Ry, jest potencjalem Riesza rzedu 2a > 0 stowarzyszonym z L przemnozonym
przez potege V* dodatniego potencjatu V.

Jednym z gtéwnych wynikéw Rozdziatu 4 jest ograniczonosé¢ Rf, na LP(R"),n > 1,p €
(1,2], przy bardzo ogdélnym zalozeniu lokalnej catkowalnosci V' i dla zakresu 0 < a < 1/p.
Kluczowym narzedziem do uzyskania tego wyniku jest twierdzenie interpolacyjne, ktérego
dowdd opiera si¢ na klasycznym twierdzeniu interpolacyjnym Steina dla analitycznych ro-
dzin operatoréw. Inne gtéwne wyniki Rozdziatu 4 to ograniczono$¢ RY{,, a > 0, na L>(R")
i na L!'(R") dla pewnych klas potencjatéw V. Tu dowody czesciowo odwoluja sie do jezyka
probabilistycznego, a centralnym narzedziem jest stynny wzor Feynmana-Kaca.

W Rozdziale 5 rozwazana jest klasa potencjaléw postaci

(5) V(z) =Vi(z1) + ...+ Vo(zn), x=(x1,...,2,) €R",
spetniajacych warunek
m|x;|* < Vi(z;) < M|z, i=1,...,n,
dla pewnych statych absolutnych m, M > 01 « € (0,2]. Gtéwnymi wynikami Rozdzialu 5

sa kontrola normy R{, na L>(R™) przez stala niezalezng od wymiaru n > 1 oraz, przy

# ang. solid harmonics
i Liczba elementéw a(n, k) tej bazy wyraza si¢ jawnym wzorem.
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restrykeji o < 1, niezalezna od wymiaru kontrola normy R{, na L' (R"). Metody dowodowe
sa podobne do tych z drugiej czesci Rozdzialu 4, kluczows role odgrywa wzér Feynmana-
Kaca. Dzigki strukturze (5) rozwazanych potencjaléw dowdd redukuje sie do dokladnej
analizy przypadku jednowymiarowego.

Ocena dysertacji

Ocena merytoryczna wynikéw. Rezultaty rozprawy dotyczace transformat Riesza
dla operatorow Schrodingera stanowia solidny oryginalny wkiad do analizy harmonicz-
nej operatorow Schrodingera. Istotnie uzupelniaja istniejaca teori¢ i uogdlniaja niektére
wcezesniejsze wyniki. Nowatorskie sg zwlaszcza oszacowania bezwymiarowe, gdyz aspekt
niezalezno$ci od wymiaru nie byl szerzej badany w kontekscie operatoréw Schrodingera.
Ogodlnie cala ta grupa wynikow z powodzeniem komponuje sie jako wktad do bardzo dobrej
rozprawy doktorskiej.

Natomiast rezultaty dysertacji dotyczace klasycznych transformat Riesza sa wrecz spek-
takularne. Zadziwiajace, ze do ugruntowanej teorii o klasycznych obiektach udato sie wnie$é
co$ istotnie nowego i rzeczywiscie waznego. Szacowania (3) i (4) mozna interpretowaé ja-
ko unikfikacje i poglebienie wspomnianych wczeéniejszych twierdzen, z jednej strony tych
nalezacych do Steina oraz Duoandikoetxei i Rubio de Francii, a z drugiej strony tych po-
chodzacych od Mateu i wspélpracownikow. Rzeczone wyniki rozprawy sa bez watpienia
interesujace dla szerokiego grona matematykéw. Ponadto sa kompletne, wysoce nietrywial-
ne, a takze w jakim$ stopniu nieoczekiwane; catkiem prawdopodobne, ze w przysziosci
zagoszcza one w podrecznikach analizy harmonicznej. W kontekscie doktoratu szacowania
(3) 1 (4) sa zaiste imponujacym osiagnieciem naukowym.

Ocena wkladu doktoranta. W wynikach przedstawionych w dysertacji partycypo-
wali do$wiadczeni matematycy, $p. dr hab. Jacek Zienkiewicz i promotor rozprawy prof.
dr hab. Btazej Wrébel. W moim subiektywnym odczuciu nie jest mozliwa rzetelna ocena
przedmiotowego doktoratu, a tym bardziej kwestii ewentualnego formalnego wyrdznienia,
bez choéby zgrubnego okreslenia wktadu doktoranta. W dostarczonych materiatach zabra-
kto stosownej informacji, poprositem zatem bezposrednio doktoranta o odpowiedni opis.

Wedlug deklaracji doktoranta Sekcja 2.1 zostata wypracowana na drodze rownej wspot-
pracy z B. Wréblem i na bazie inspiracji praca [37] (odwolanie do bibliografii w dysertacji).
Doktorant opracowal dowody Lematow 2.2.1, 2.2.3 i 2.2.4. Dow6d Lematu 2.2.2 jest wzo-
rowany na pracy [39], ale doktorant policzyl w nim jawnie stale, co jest nowe w stosunku
do [39]. Wszystkie inne stale w Rozdziale 2 réwniez zostaly policzone przez doktoranta.

W Rozdziale 3 ogdlny zarys strategii dowodowej zostal naszkicowany przez J. Zien-
kiewicza. Faktoryzacja w Sekcji 3.1 zostala wypracowana na drodze réwnej wspoélpracy
z B. Wréblem i na bazie inspiracji pracami Mateu i wspoétautoréw. W Sekcjach 3.2-3.4 ob-
liczenia/szacowania zostaly wykonane przez doktoranta i B. Wrébla. Jakkolwiek pierwsze
wersje tych kalkulacji, zwlaszcza dla ogdlnych transformat Riesza (niekoniecznie niepa-
rzystego rzedu) pochodza od doktoranta; znajomosé zespolonej metody rotacji doktorant
zawdziecza wczesniejszemu stazowi naukowemu na Uniwersytecie w Lublanie, pod opieka
profesora Olivera Dragicevi¢a. W Sekcji 3.5 doktorant dokonal wyliczen (3.5.1), (3.5.2)
i Lematu 3.5.3, a takze napisal dowody Twierdzen 3.5.1, 3.5.4 i 3.5.5. Ponadto zastosowatl
metode obrotéw w (3.5.18) i w dowodzie Propozycji 3.5.6.

W Rozdziale 4 pomystem doktoranta byto uzycie wzoru Feynmana-Kaca. Lematy 4.3.1
i 4.3.2 nalezg do doktoranta, podobniez odpowiedni podzial przestrzeni probabilistycznej
jest jego wktadem. Dowdd Lematu 4.3.3 jest w duzej czeéci zastuga doktoranta. Jego wkta-
dem jest tez druga cze$é Propozycji 4.4.1, szacowanie (4.4.5). Do niego nalezy tez dowdd
Propozycji 4.4.3.



Rozdziat 5 jest w calosci indywidualnym wktadem doktoranta.

7, powyzszego opisu wynika, ze wklad doktoranta do przedstawionych w rozprawie
wynikéw jest bardzo znaczacy, a jego udzial dotyczy réwniez warstwy ideowej. Ponadto
doktorant posiada calkowicie samodzielny wklad w autonomiczne fragmenty dysertacji.
Jest jasne, ze doktorant jest pelnoprawnym (wspdl)tworca prezentowanych rezultatéw.

Ocena zredagowania rozprawy. Pod wzgledem strukturalnym dysertacja prezentu-
je sie bardzo dobrze. Jakosé redakcji jest ogdlnie dobra, rezultaty formutowane sg w sposob
zrozumialy, a dowody przedstawione z nalezyta starannoscia. Z perspektywy merytorycz-
nej tekst jest w pelni czytelny, zawiera jednak pewne usterki matematyczne i jezykowe. Te
istotniejsze zostaly przedyskutowane i wyjasnione na biezaco bezpoérednio z doktorantem
podczas procesu recenzowania. W tym miejscu pozwole sobie tylko zobrazowaé¢ podniesiong
kwestie przez kilka przyktadéw.

o Na stronie 1 w definicji transformaty Fouriera F f(£) powinien pojawi¢ sie iloczyn
skalarny wektoréw & i x. Definicja T f (x) poprzez stowarzyszone jadro catkowe wy-
maga wartosci gléwnej calki PV, ewentualnie restrykeji « ¢ suppf. Standardowo
jadro K nie jest zdefiniowane na przekatnej x = y, wobec tego nie jest funkcja na
catym produkcie R? x R?. Dalej, stwierdzenie, ze jadro zachowuje sie jak |z —y|~¢
gdy |z — y| — 0 jest co najmniej niefortunne, gdyz typowo takie jadro zmienia
znak wzdluz przekatnej, a o zachowaniu operatora decyduja subtelne kasowania
na przekatnej; faktycznie chodzi tu o kontrole wzrostu |K(z,y)| < Clz — y|=¢,
a nie opis zachowania. Ponadto w oszacowaniu gradientowym konieczne jest nato-
zenie norm, powinno by¢ |V, K (z,y)| 1 |VyK(z,y)|. W drugiej linii od dotu chodzi
o norme w przestrzeni Bochnera-Lebesgue’a L7, (R?).

o Na stronie 4, w twierdzeniu Duoandikoetxei i Rubio de Francii konieczne jest
odpowiednie normowanie harmonik. Poza tym, sg to harmoniki przestrzenne, a nie
sferyczne (doktorant utozsamia jedne i drugie, ale taka konwencja pojawia sie
dopiero w dalszej czesci rozprawy). Ponadto w twierdzeniu chodzi o dowolna baze
ortogonalng harmonik rzedu k, nie jakas szczegdlng.

o Na stronie 9 tres¢ Twierdzenia 1.4.8 jest niezrozumiata (ale na stronie 70 to samo
twierdzenie jest juz sformulowane poprawnie).

o Na stronie 13 wzorem Stirlinga jest nazywana podwéjna nieréwnosé (1.5.1), tym-
czasem wedlug ugruntowanej w literaturze terminologii wzér Stirlinga jest formuta
asymptotyczna dla duzych argumentow.

o Na stronie 17 chodzi o (Hermanna) Schwarza, nie (Laurenta) Schwartza (obydwaj
byli wielkimi matematykami).

o Na stronie 96 w Twierdzeniu 4.4.5 poprzednik implikacji jest niekompletny.

Te i inne niedoktadnosci rzutuja na estetyke odbioru rozprawy, ale w zadnej mierze nie
dewaluujg wysokiej wartosci otrzymanych rezultatow.

Podsumowanie

Recenzowana rozprawa doktorska wnosi istotny oryginalny wktad do rozwoju analizy
harmonicznej. Otrzymanie zaprezentowanych wynikow wymagalo zaawansowanej wiedzy
i pokonania powaznych trudnosci. Dysertacja reprezentuje zdecydowanie ponadprzecietny
poziom merytoryczny i bez watpienia spelnia w tym zakresie wszelkie wymagania ustawowe
i zwyczajowe stawiane rozprawom doktorskim w dyscyplinie Matematyka.

Biorac pod uwage glebie i wage wynikow, ktore rozprawa wnosi do teorii klasycznych
transformat Riesza, wnosze¢ o formalne wyrdznienie dysertacji mgra Macieja Kucharskiego.
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