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Lista Nr 01, ¢wiczenia
(wyk. 8,15.X.09r)

Wªasno±ci liczb naturalnych. Zbiorem liczb naturalnych nazywamy zbiór:

N = {0, 1, 2, 3, . . .}

a zbiór liczb caªkowitych oznaczamy:

Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}.

De�nicja 1. (podzielno±¢) Dla m, n ∈ N, 0 < m mówimy, »e liczba m dzieli n, gdy

m|n ⇐⇒ ∃q∈N n = m · q

De�nicja 2. (najwi¦kszy wspólny dzielnik)

NWD(m, n) = max{k ∈ N : k|m ∧ k|n}, gdzie m, n ∈ N \ {0}

Zad. 1 Uzasadni¢1:
(a) Dla ka»dego A ⊆ N, A 6= ∅ istnieje n ∈ A, »e dla ka»dego m ∈ N zachodzi n 6 m.
(b) Dla ka»dego n ∈ N \ {0} istnieje m ∈ N, »e n = m + 1.

Zad. 2 Uzasadni¢ poprawno±¢ podanej de�nicji NWD.

Zad. 3 Czy prawdziwe jest zdanie:

Istnieje niesko«czony ci¡g liczb naturalnych ai ∈ N o wªasno±ci ai > ai+1, gdzie

i = 0, 1, 2, . . . .

Odpowied¹ uzasadni¢ !

Zad. 4 Wykaza¢, »e dla m, n ∈ N, 0 < n istniej¡ liczby q, r ∈ N, r < n o wªasno±ci

m = n · q + r.

Co mo»na zapisa¢, »e r ≡ m mod n lub równowa»nie n|(m− r).

Zad. 5 Niech m, n ∈ N \ {0}. Wykaza¢, »e wtedy
(a) m|n ⇐⇒ NWD(m, n) = m.
(b) Je±li m = n · q + r, gdzie q, r ∈ N i 0 < r < n, to NWD(m, n) = NWD(n, r).

Zad. 6 Algorytm Euklidesa Niech m0, n0 ∈ N \ {0}. De�niujemy dla i = 0, 1, 2, . . . rekuren-
cyjnie ci¡gi mi, ni (ci¡g qi ∈ N jest pomocniczy):

mi+1 = ni

mi = ni · qi + ni+1, gdzie 0 6 ni+1 < ni.

Wykaza¢, »e istnieje i dla którego ni+1 = 0 oraz »e wtedy dla tego i zachodzi:

NWD(m0, n0) = NWD(m1, n1) = . . . = NWD(mi, ni) = ni = mi+1.

1 Wystarczy powoªa¢ si¦ na odpowiednie aksjomaty.
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Zad. 7 Je±li m, n ∈ N \ {0}, to wtedy NWD(m, n) = min{0 < x ·m + y · n : x, y ∈ Z}.

Zad. 8 Niech p, m, n ∈ N \ {0}, wtedy je±li p jest liczb¡ pierwsz¡, to z p|(m · n) wynika, »e
p|m lub p|n.

Zad. 9 Je±li p, m, n ∈ N\{0} oraz NWD(m, p) = NWD(n, p) = 1, to wtedy NWD(m·n, p) = 1.

Zad. 10 Je±li p, m, n ∈ N \ {0}, NWD(m, n) = 1, m|p i n|p, to wtedy (m · n)|p.

Wrocªaw, dnia 08/10/2009
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