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IIT Wyktad: 29 X 10r
PODSTAWOWE FAKTY z ALGEBRY LINIOWEJ! [1]

Macierza A € R™™™ o n wierszach i m kolumnach nazywamy uktad nm liczb:

a1 Qi ... Gim

21 G2 ... Q2m
A =

apn1 Ap2 ... Opm

oraz przyjmujemy, iz a;; o (A);;. Wektory x € R™, b € R" zapisujemy w postaci

I b1
x b
X = 2 , b= ?
T b,

Przy tak przyjetych oznaczeniach uktad rownan

a1 -r1 + aip-xry + ... + Ay Ty = bl

A21 -1 + Q-T2 + ... + Qn Tym = bg

Ap1-T1 + Qp2 -T2 + + O T = bn
(ITT-1.1)

mozemy zapisa¢ w postaci:

DEFINICJA Dwa uktady rownan
A-x=b, B-x=d

sa rownowazne, gdy maja doktadnie te same rozwiazania.

TWIERDZENIE Niech €; oznacza i—te réwnanie uktadu (I11-1.3). Wtedy, jezeli jeden uktad
rownan mozna otrzymac z drugiego przez skonczony ciag operacji:

e przestawienie dwoch réwnan €; «— €;,

e pomnozenie réwnania przez niezerowa liczbe A€, — &,

e dodanie pomnozone przez liczbe inne réwnania &; + A\&; — &,

to oba te uktady sa rownowazne.

DEFINICJA: Macierz transponowana AT jest okreélona wzorem:
(AT)j = aji, gdzie a; = (A).
DEFINICJA: Macierz A jest symetryczna, gdy:
AT = A.

OPERACJE NA MACIERZACH

1 B. Gleichgewicht, Algebra, PWN, Warszawa 1983
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e dodawanie A + B:

(A+B); = (A)y + (B)y,
e mnozenie przez liczbe AA, gdzie A € R:
(AA)ij = A(A)s;,

e iloczyn dwoch macierzy A € R™*P i B € RP*™:

p
k=1

UWAGA: Istnieja macierze A, B takie, ze AB # BA. Oznacza to, ze iloczyn macierzy nie
jest przemienny!
WELASNOSCI OPERACJI MACIERZOWYCH:

e (A+B)+C=A+(B+C) - lgcznosé dodawania,

e (AB)C = A(BC) — lacznosé mnozenia,

e A(B+ C)= AB + AC - rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania,
o (MNA)T = )\AT,

e (A+B) =A” BT,

e (AB)T =BTAT.

DEFINICJA: Macierz identyczno$ciowa (jednostkowa) I € R™*"

(100 0]
010 0
110 0 1 0
(000 ... 1|

WrASNOSC macierzy identycznosciowe]
AI=TA=A, dla A eR™"

DEFINICJA: Lewostronna A € R™™ i prawostronna B € R™*"
macierz odwrotna jest okreslona wzorem
AB =1.
TWIERDZENIE Jezeli A, B € R™" i AB =1 to BA=1.

OKRESLENIE Jezeli dla A € R™ ™ (macierzy kwadratowej) istnieje B €
R™m™: AB = I, to macierz A nazywamy odwracalng (nie-
osobliwg) oraz oznaczamy A~! = B.

DEFINICJA: Przeksztatcenie f : R — R™ nazywamy lintowym, gdy
spelnia nastepujacy warunek:

fpx+vy) = pf(x) + vf(y), dla kazdych u,v € R & x,y € R".
ZWIAZEK przeksztatcen liniowych z macierzams

Jezeli f : R™ — R™ jest przeksztalceniem liniowym oraz (ey, . .., e,) jest baza R™ a (e}, ..., € )

— bazg R™, to macierz
(A)l] = (f(ei))j, tzn. f(ez) = CLZ'1€,1 4+ ...+ aime’m,
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ma wlasnosé:

Ax = f(x) dlax € R".
I odwrotnie, jezeli A € R™™ — jest macierza, to
f(x) © Ax
jest przeksztalceniem liniowym f : R®™ — R™ wyznaczonym przez A.
DEFINICJA: Jezeli A € R™" oraz
Ax =\ -x, gdzie A e R, xeR"ix#0
to A nazywamy wartosciqg wtasng macierzy A a x — wektorem wtasnym tej macierzy.

DEFINICIA: Wyznacznika macierzy A € R™*™:

def
det(A) = Z sgn(0) * A1o(1) * A26(2) * - - - * Qno(n)

O’ESn

gdzie S,, — zbiér wszystkich permutacji zbioru {1,2,... n}
a sgn(o) jest znakiem permutacji o.

TWIERDZENIE: (Cauchy’ego) Dla A, B € R™*" zachodzi wzor:
det(AB) = det(A) det(B)

TWIERDZENIE Rozwiniecie Laplace’a wyznacznika macierzy A (moze tez
by¢ definicja indukcyjna wyznacznika):

j=1

gdzie A;; jest dopetnieniem algebraicznym wyrazu a;;.

TWIERDZENIE (Kroneckera—Capellego) Uktad réwnan (II1-1.3) ma
rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy

r(A) = r(As)

gdzie r(A) jest rzedem macierzy A a macierz Ay, powstala
z A przez dodanie kolumny wyrazéw wolnych b.

RozwiAZANIE uktadu (I11-1.3) dla n = m i det(A) # 0 dane jest wzorem
(wzory Cramera):

gdzie macierz A’ jest utworzona z A przez zastapienie j—tej
kolumny kolumna wyrazow wolnych b.

DEFINICJA: Macierz A € R"*" nazywamy elementarna, gdy powstala z
macierzy identycznosciowej w wyniku nastepujacych ope-
racji:

ITT Wyktad: 29 X 10r 3
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zamiany dwoch wierszy (lub kolumn): A, «— Ay;
pomnozenia wiersza (lub kolumny) przez rézna od zera stala:
M — A
e dodania do wiersza pomnozonego przez stata innego wiersza:
A, + DA, «— A
TWIERDZENIE Dla A € R™" nastepujace warunki sa réwnowazne:
e macierz odwrotna A~! istnieje, tzn. macierz A jest nieosobliwa;
det(A) # 0;
wiersze macierzy A tworza baze R";
kolumny macierzy A tworza baze R™;
jezeli Ax =0, to x = 0;

odwzorowanie f(x) L Ax jest przeksztalceniem ,rozZnowartosciowym”

f:R* — R™;

odwzorowanie f(x) Cf Ax jest przeksztatceniem ,na” f: R" — R";

Vbern Ixern AXx = by

A jest iloczynem macierzy elementarnych;

0 nie jest warto$ciq wiasng macierzy A.

YLatwe do rozwiazania uklady réwnan. Systemy rownan ,dolnie tréjkatnych™

— aiy 0 0 0 N T ] i b1 ]
a1 A92 0 0 ) bg
a3; agzo 4Aszsz ... 0 T3 = b3
L Qp1 Ap2 Gp3 ... dpp i T, L bn i
(1I1-1.2)

Rozwiazanie (I11-1.4) jest okreslone rekurenyjnie wzorami (oczywiscie zakladamy, iz det(A) =
a11a29 * ... App 7£ O)

by
€rr = 5
a1
. by — ag11
To = ————,
22
i—1
bi — X aijx;
Jj=1
€T; = 9
Qg
n—1
by — > an;;
j=1
T, = .

ann

Co daje nastepujacy algorytm? rozwiazywania (I11-1.4) ,tréjkatnych dolnie” uktadéw réwnai
liniowych:

2 W jezyku C tablice sa indeksowane poczawszy od 0!
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for(i=0;i<n;i++)

{
for(j=0;j<i;j++)
bl[i]l = b[i]-A[i]1[j1*b[j];
bli]l = b[il/A[i][i];
}

Liczba mnozen jaka jest wymagana przez algorytm. W instrukcji
b[i] = b[i]-A[i] [jI*b[j];

jest jedno mnozenie. Biorac pod uwage caly algorytm otrzymujemy, ze catkowita liczba mnozen

Wynosi:
n

2 . nn+1) _n?
1 pum— = - g _—
22 1= =Ty
i=1 j=1 i=1
Podobna tez jest liczba dodawan. Ostatecznie ilo$¢ wykonywanych operacji arytmetycznych
przy rozwiazywaniu ukladu (IT11-1.4) jest rzedu n?.

Dla x,y € R™! w przyjetym zapisie kolumnowym wektoréw

_1’1 | —yl |
T Y2
X= |13 [, y=| ¥
Tn Yn

mamy x € R yT ¢ R i xy? € R

a1 T1Y1 T1Y2 T1Ys ... T1lYn
o) T2Y1 T2lY2 T2Ys ... TalYn
xy' = | % | [y1 o ys ... yp | =| T3Y1 T3Y2 T3Ys ... T3Yn
L Tn | L TnY1 TpY2 Tpys ... ITplYn |
oraz x'y € R! o
Y1
3/2 n
XTy = |: ry X9 T3 ... Tp } Ys = Zl’lyl
: i=1
- yn -

Aby uproscié¢ zapis wzoréw macierzowych wprowadzono zapis blokowy macierzy, ktory wyja-
Sniamy na przyktadzie:

a11 Qiz | 13 Q14 Q15 | A1 Q17

G21 Q22 | 23 A24 Q25 | A2 Q27
A=1a asy | a sy @ asg @ An A A

= 31 (32 | @33 Q34 Q35 | A3 A37
Agr Ay Ay

Qg1 Q42 | 43 Q44 Q45 | Q46 Q47
as51 As2 | 53 As4 G55 | A 57
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gdzie

Ay = [ @11 A12 } DA = [ @13 a4 Qip } . itp.

Q21 A22 Q23 A24 Q25

Przy powyzszych oznaczeniach dodawanie macierzy mozna zapisa¢ w postaci:

A Ayp Bi1 B _ A +By A+ By
Ay Ay Bs1 B Ao + By Ay + B

i w podobny sposob iloczyn macierzy:

All A12 Bll B12 _ AllBll + A12B21 A11B12 + A12B22
A21 A22 B21 B22 A21B11 + A22B21 A21B12 + A22B22 '

Niezaleznie od wprowadzanych oznaczen, podziatu macierzy A na podmacierze A;;, B;;— ope-
racje macierzowe wykonanywane sa zgodne z poprzednio wprowadzonymi.

Na poprzednim wyktadzie zajmowaliSmy sie rozwiazywaniem uktadéw dolnie trojkatnych. Po-
dobne wzory, mozna wyprowadzi¢ dla uktadéw gornie trojkatnych. Obecnie zajmiemy sie przy-
padkiem ogélnym:

Ax =y. (I1I-1.3)

DEFINICJA Macierz A € R™" jest dodatnio okreslona, gdy
e A —jest symetryczna, tzn. A = AT,
o x#0=— xTAx >0, dla x € R™.

DEFINICJA Dla macierzy A € R™*"

@11 a2 @13 ... Qaip
Q21 Q22 Q23 ... A2y
A= a1 azx ass ... as,
i An1 Ap2 Ap3 ... QApp |
macierz A, € R¥™* Lk =1,... n postaci
a3 a2 a3 ... Qi
Q21 Q22 A23 ... Qg
A, = | a3 azx as ... as
| k1 Qg2 A3 ... Gk |

nazywamy k—tym minorem podstawowym macierzy A.

Zatozmy, ze dla macierzy A istnieja macierze trojkatne L, U

[ lll 0 0 Ce 0 U1 U2 U3 ... Uip
l21 l22 0 e 0 0 U22 U223 ... Uop
L= |1l I sz ... 0 | ©Uw=| 0 0 wug ... us (IT1-1.4)
i lnl lng lng Ce lnn ] L 0 0 0 oo Upp ]
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takie, ze

A=LU. (I11-1.5)

Majac rozktad (II1-1.5) rozwiazanie uktadu (I11-1.3) sprowadza sie do rozwiazania dwoch ukta-
déw trojkatnych:

Lz = b,

Przy zalozeniu, iz wszystkie operacje sa dobrze okreslone z (I1I-1.5), wykorzystujac postaé
(ITT-1.4) (znaczna liczba elementéw zerowych!) wyprowadzimy wzory okreslajace L i U.

METODA ROZKLADU MACIERZY A NA CZYNNIKI TROJKATNE (LU-ROZKLAD): Z (III-1.5)
mamy

min(4,5

n )
Q5 = Zl lisusj = Zl llSUSQIII—lfS)

Otrzymujemy stad réwnosci

k—1
Qg = Zlksusk+lkkukk (II1-1.7)

s=1
k—1

ar; = Z lksusj + lkkukj, k +1 S j S n (111*18)
s=1
k—1

s=1

Rownosei (I11-1.7), (IT11-1.8) i (I11-1.9) sa podstawa sukcesywnego wyliczenia elementéw ma-
cierzy L i U. Idea algorytmu polega na wyliczeniu w Kroku « kolejnego wzgledem k= 1,...,n
elementu lezacego na przekatnej, ktory w Kroku 8 stuzy do wyliczenia pozostatych elementow
odpowiedniego wiersza lub kolumny:

III Wyktad: 29 X 10r 7
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Krok a: k=1
ann = lyun

Krok f: k=1
ay; = llluljaj:27"'an
apg = laui, 1 =2,...,n
Krok a: k=2
azy = lajuig +loguag
—

zZnane

Krok g: k=2
Q25 = l21U1j +l22U2j, j = 3, .o, n
——

znane
Ao = linuig +liguge, 1=3,...,1n
~——

znane

Kroka: k=3

2
ass = E l3suss +l33u33

s=1
——
znane

Krok 6: k=3
2
as; = Z lssus; +lgzusj, 7 =4,...,n
s=1

zZnane

9
a3 = E lisuss +lizuss, 1 =4,...,n

s=1

znane

Okreslenie 1; 1 u; w Kroku o nie jest jednoznaczne, dlatego tez przyjeto nastepujace zatozenia
dodatkowe:

e [;=1,1=1,...,n—algorytm DOOLITTL’A;
o u;=11=1,...,n— algorytm CROUT’SA;
o U=L"= [2=ay, i=1,...,n algorytm CHOLESKY EGO.

W ten sposéb otrzymujemy wzory:

k—1
Lk = E listsk
s=1

k-1
Ak — D lksts;
s=1

Ugj = lkk , j:]{}—i-l,,n
k—1
aik_zlisusk
L = s=1 . i=k+1,...,n
Uk

8 III Wyktad: 29 X 10r
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TWIERDZENIE Jezeli wszystkie podstawowe minory macierzy A € R™ "™ sa nieosobliwe, to
wtedy dla A istnieje LU- rozktad.
DowOD: Dowdd zostanie przeprowadzony indukcyjnie wzgledem wymiaru macierzy n.
Dla n = 1 mamy ay; # 0— jedyny minor macierzy A = [ay;] € R i ktadac I;; = 1, uyy = an
otrzymujemy:

LU = [1] [CLH] = [CLH] = A.

Zalozmy teraz, ze dlan =k — 11 A € RE=Dx(E=1) jstniejq
macierze trojkatne L, U spelniajace:

A =LU.
Niech teraz A € R¥**. 7 zatozenia minor podstawowy Aj,_, € RE-DX*=1) jest macierza nie-
osobliwa. Z zalozenia indukcyjnego, istnieja macierze tréjkatne Ly_q, Up_q € RE-DxE=D o
wtasnosci:
Ak—l = Lk—lUk—la det(Ak_l) 7é 0, det(Uk_l) 7é 0
Z réwnosci (I11-1.6) mamy:
aiy 0 Uk
Ay _ | .Y . Uk
g1 Apk lka Uik, 0 Uk,
_ - -
l SuS
A Q1f Ly 1Uk_1 sgl ook
k-t = : (I11-1.10)
a a k—1 k—1
" o > lestust Y listigr + Lkt
| s=1 s=1 ]
Skad otrzymujemy uktady rownan:
(w4 loua +  lhgp—Ug—ie = an
loyuiy  +  lpougr  + +  loprup—1x = ag
liwye  + lppug + +  lpouk—e = as (IT1-1.11)
| le-nwae + lempuor + 0+ bW = G-tk
oraz )
lhiuiy  +  lguar + o0+ lgeiuren = ap
lpiurs + lrpuoe 4+ o0+ p—iUk—12 = ago
iz + lpuss  + o0+ lgoiUk-1z = ks (IT1-1.12)
| letie-1 + Dok + 0 lke1UW—1e-1 = Gk
W uktadzie (III-1.11) det Lg_1 # 0 i wyk, Uok, Usg, - - -, Ug—1x Sa& niewiadomymi a w (I11-1.12)
det Up_1 # 01 lp1,lko, lg3, - - -, lk—1 — niewiadome. Oba te uktady okreslaja jednoznacznie

rozwiazanie (sa Cramer’owskie). Pozostaje wiec wyznaczy¢ lgg, ugr (I11-1.10) z réwnania:

E—1
E lpstusk + lgpUpr = kg

s=1

ITT Wyktad: 29 X 10r 9
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gdzie mozna przyjac, ze ly = 1.
0

TWIERDZENIE (rozklad Cholesky’ego) Jezeli macierz A € R™ ™ jest dodatnio okreslona, to
wtedy istnieje jednoznacznie okreslona macierz L— dolnie tréjkatna z l;; > 0, @ = 1,...,n o
wtasnosci:

A=1LL"
DowOD Z xTAx > 0 dla x = (21,72,...,2%,0,...,0)7 # 0 (macierz A jest dodatnio okre-
Slona) wynika, ze kazdy podstawowy minor Ag, k = 1,2,...,n jest macierza nieosobliwa. Z
poprzedniego twierdzenia wynika, ze istnieja macierze tréjkatne L, U o wlasnodci:

A =LU.
7 symetri macierzy A wynika, iz:
LU= A= A" = (LU)” = UTL".
Skad otrzymujemy:
UrLhH ' =L1'u’.

W ostatniej réwnosci macierz U(LT) ™! jest gérnie tréjkatna a L='UT — dolnie tréjkatna. Istnieje
wiec macierz diagonalna D = U(LT)~1. Stad otrzymujemy U = DL? i A = LDL’. Oznacza
to, iz D jest dodatnio okreslona. Oznaczmy D'/? macierz diagonalng o wtasnosci D = D'/2D1/2,

aby otrzymac: L B
A=LL", gdzie L=LDY2

TWIERDZENIE 3rozktad Choleskiego® Jezeli A jest dodatnio okreslona macierza, to istnieje L
macierz dolnie trojkatna o whasnosci:

A=LL"
DowOD
Niech _
a1 | a2 ... QAip lll ‘ 0 e 0
A a21 | 22 ... Q9p ’ I - l21 l22 e 0
Apt1 | Ap2 ... QApp lnl ln2 e lnn

Podzielimy macierze na bloki (patrz: wyktad 6)

a91 a9 ... QAgp
a=ay, a= : , A=
an1 i i Apo ... QApp
oraz odpowiednio .
lo1 lao 0
P = lll; r= ) L,= :
ln1 | lna .. lpn

3 Dowdd z ksiazki G. W. Stewarta
4 TInaczej liczyt Tadeusz Banachiewicz (1882-1954), prof. UJ, ktéry wprowadzil rachunek krakowianowy
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Zgodnie z tymi oznaczeniami mamy, iz
T T

ozn | @ @ ozn | P 0 T _|p T
s [ v [e 0 omsra 2 7]

Z dodatniej okreslonosci macierzy A wynika, iz o > 0 i ze macierz A, (wymiar tej macierzy jest
1 mniejszy od wymiaru macierzy A, czyli znowu dowodzimy indukcyjnie !) jest tez dodatnio
okreslona. Przy takich oznaczeniach, rozktad

A=LL"

zapisze sie¢ w postaci

aad'l [p 0 p T [ p* pr?
a A, | | r L, o LY | | rp T+ L, LT
Z réwnosci macierzy wynikaja réwnosci odpowiednich blokow

2
a = p,
a’ = prt,

A, = L*L*T+7"7“T,
i dalej przeksztaltcajac, otrzymujemy

p = Va, (IT1-1.13)
rI' = plal, (I11-1.14)
LT = A, - (IT1-1.15)

Pierwsze dwa réwnania (II1-1.13), (III-1.14) sa podstawa do wyliczenia pierwszej kolumny
macierzy L. Poniewaz o > 0, to p # 01ielement [1; = p jest dobrze okreslony. Z p # 01 (I11-1.14)

wynika, iz macierz rT = [ly,...,l.1] jest jednoznacznie okreslona. Pozostaje udowodnié, iz
macierz z prawej strony réwnosci (I11-1.15) jest dodatnio okreslona.
Niech

A 1
ozn
A, Z A, — T = A, — —ad”.
o

Symetrycznosé macierzy A*T wynika z réwnosci (oczywiscie A, = AT)
AT = (A, =Y = AT — (P DYT9T = A, — T = A,.
Niech y € R, wtedy y'a = o’y i dla y # 0 udowodnimy
N 1 1
y' Ay =y" Ay — —(y'a)(a"y) = y" Ay — —(a"y)* > 0. (I11-1.16)

Macierz A jest dodatnio okreslona, wiec z formy jej zapisu dla dowolnego n € R wynika

T a a" n 2 T T
0<[n y ] =an®+2a yn+y Ay. (II1-1.17)
a A, Y
Do nieréwnoéci (IT1-1.17) podstawiamy n = —Xa’y

1
0<an*+2na’y +y Ay =y Ay — a(aTy)2

III Wyktad: 29 X 10r 11
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a to jest doktadnie warunek (I11-1.16). W ten spos6b udowodnili$my ,krok indukcyjny” wzgledem

wymiaru macierzy.
a

W przypadku algorytmu CHOLESKY EGO wzory na LU-rozklad macierzy A (patrz wyktad 6)
redukuja sie do postaci:

k-1
Ly = A| Gk — Z 17,
s=1
k-1
Ak — z lislks
Ly = —=  i=k+1,...,n

Lk

METODA ELEMINACJI GAUSSA

Tak jak w przypadku LU-rozktadu w pierwszej kolejnosci, przy zatozeniu dopuszczalnosci
wszystkich operacji, bedziemy upraszcza¢ uktad rownan

a1 - T1 + a19 * T2 + ... + Aip Ty = b1
as -x1 + axp-rT2 + ... + Qg -T, = by
Ap1 X1 + QAp2 -T2 + + Qpp - Tp = bn

Postepujac ,naiwnie” otrzymujemy odpowiednio dzielac i mnozac, rownowazny uktad réwnan

(
a1 —+ a12T9 + ... + A1pTn = bl
__asi1a12 _ a2181n — _a21by
0 + <CL22 a1l ) To + ... + (agn a1 ) Tn b2 a1
__ Gniai2 __ GniQain — _ anlbl
\ 0 + <an2 . ) o + ... + (a,m . ) Ty b, .

Zapowiada sie, iz jezeli bedziemy odpowiednio wytrwali (wszystko przy zalozeniu braku proble-
moéw z dzieleniem) to otrzymamy réwnowazny uktad gornie tréjkatny. W przypadku ogdlnym,

12 III Wyktad: 29 X 10r
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aby z macierzy A®):

- (k k k k k) 7
U I B
k k k k
agc—)l,k—l al(c—)l,k S agc—)l,j ce al(c—)l,n
0o ... 0 a,(glz) o a,(;;.) . ag;)
AV =10 ... 0 |al, ... oab, ... el (I11-1.18)

0 0 al) a . al)

| 0 ... 0 agz) ag;) )

otrzymaé macierz A**+Y nalezy zastosowaé wzory:

al?, dlai <k,
k+1 ol® 4 4
ag ™ =l — e iz k41 > kL,
kk
0, dlai>k+1, <k,
(I11-1.19)
oraz dla kolumny wyrazéw wolnych
¥, dla i < k,
Bt = " . (I11-1.20)
b — 2y dlai > k41
Ak

Przedyskutujemy teraz dopuszczalno$é przedstawionej procedury, ktora jest warunkowana przez
a;’jj # 0. Z postaci macierzy (I11-1.18) wynika, iz

(k) (k)

© w Qpp - A,
det(A(k)) - all St a/k:_l’k_l * : S
NORN

Z wtlasnosci wyznacznikéw oraz postaci wzoréow (I11-1.19) wynika, ze
det(A) = det(AYV) = det(A?) = ... = det(A™).

W ten sposéb otrzymalismy, ze jezeli det(A) # 0 to dla kazdego kroku k istnieje i € {k,...,n}

takie, ze aEZ) # 0. Wiec w przypadku a,(;z) = 0 przy zatozeniu det(A) # 0, nalezy zamieni¢ wiersz

k—ty z wierszem i—tym. Zamiana taka prowadzi oczywiscie do rownowaznego uktadu réwnan.

Udowodnili$my w ten sposob:
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TWIERDZENIE Gauss Jezeli det(A) # 0, to wzory (II1-1.19) i (III-1.20) z uwzglednieniem

zamiany wierszy w przypadku, gdy w k-tym kroku a,(jg) = 0 sprowadza uktad

Az =10

do réwnowaznego

Uz = bW
gdzie macierz U jest gornie tréjkatna.

PRZYKLAD:® W przyktadzie bedziemy tylko stosowaé¢ wzory (I11-1.19) i (I1T1-1.20), bez zamiany
wierszy w przypadku, gdy ,w k-tym kroku a,(glz) =0".

Wiec przy takich zatozeniach nie poradzimy sobie z uktadem
0 1 T . 1
11 x| | 2
Poprawimy ten uktad. Wiec dla 0 < ¢ do uktadu:
e 1 I . 1
11 x| | 2
mozemy juz procedure zastosowac¢. Otrzymujemy wtedy
e 1 T . 1
0 1- 5_1 ) o 2— 8_1 '

Rozwiazujac otrzymany uktad réwnan (,gdrnie trajkatny”) otrzymujemy, gdzie znakiem =~ za-
znaczylismy wpltyw przyblizen komputerowych na obliczenia:

-1
o= Eia
rT = 15__352 ~0
Sprowadzenie uktadu do postaci
L et o] [et
L1 || x| | 2
nie poprawia sytuacji o ) )
1 ! | g7t
0 1—571__‘@2___2—571
otrzymujemy tak jak poprzednio
2—e~t
Ty = 1_2, ~1
1 = e t—elay =0

Dopiero zamina wierszy

5 za D. Kincaidi W. Cheney
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prowadzi do uktadu
1 1 x| 2
0 1—¢ xo | | 1—=2¢

ktory, nie jest juz tak ,czuly” na przyblizenia komputerowe.

1—2¢ o
To = Efvl
T, = 2—z9=1

ITT Wyktad: 29 X 10r 15
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