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Wyktad Nr 04, 05
(wyk. 29 X, 5 XT 10 r.)

Procedura konstruowania rozwiazania bazowego:

1. Wybierz m liniowo niezalezne kolumny A, ..., A;,, .

2. Niech x; =0, dlai & {i1,...,im}-

3. Rozwigz uktad m rownan Ax = b z niewiadomymi ;,, ..., x;,, .
Uwaga:

Wszystkie nieujemne rozwigzania otrzymane w powyzszy sposcb wyznaczajq kazde dopusz-
czalne rozwigzanie bazowe zagadnienia.

Jesli x jest bazowym rozwiazaniem, to x;,,...,x; nazywamy zmiennymi bazowyms, pozostale
sa niebazowe. Kolumny A;, ..., A; nazywamy kolumnami bazowymi. Macierz
B - [Ai17A7L27 e 7Aim]
nazywamy macierzq bazowq. Zmienne bazowe xp = [zy,, ..., 7;, |7 sa dane wzorem:
Irp = B_lb.
Przyklad:
Niech ograniczenie Ax = b bedzie postaci:
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Kolumny Ay, As, Ag, A7 wyznaczaja dopuszalne rozwigzanie bazowe x = [0,0,0,8,12,4,6]7 a
kolumny As, As, Ag, A7 wyznaczaja rozwiazanie x = [0,0,4,0, —12,4, 6|7, ktore nie jest dopusz-
czalnym rozwiazaniem bazowym.

Twierdzenie 1.

Niech P = {x : Ax = b,x > 0}, P # 0, gdzie macierz A o wymiarach m X n ma wiersze
a1y .. ., Q. Zaldzmy, Ze rank(A) = k < m oraz wiersze a;,,...,a; $q liniowo niezalezne.
Rozwazmy wieloScian:

k
Q=A{x:a,x="by,...,a;,x =10}
Wtedy Q@ = P.

Definicja 1. Wieloscian P C R™ zawiera prostq, jesli istnieje wektor x € P i wektor d €
R"™ d # 0 taki, ze x + \d € P dla kazdego \.

Twierdzenie 2. Niech bedzie dany wieloscian P = {x € R™ : aux > b;, i = 1,...,m},
P # (). Wtedy, nastepujgce waunki sq réwnowazne:

1. W wieloScianie P istnieje punkt ekstremalny.

2. WieloScian P nie zawiera prostej.

3. Istnieje n wektorow a;,, . .., a;, lintowo niezaleznych.

Whiosek 1.
Kazdy niepusty ograniczony wieloscian @ kazdy niepusty ograniczny standardowy wielo$cian po-
stada przynagmniej jedno dopuszczalne rozwigzanie.
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Twierdzenie 3.

Rozwazmy zadanie liniowego programowania (PL), wyznaczenie minimum ¢’z po wieloScianie
P. Zatozmy, ze P ma co najmniej jeden punkt ekstremalny i Ze istnieje optymalne rozwigzanie.
Wtedy, istnieje optymalne rozwigzanie ktore jest ekstremalnym punktem P.

Twierdzenie 4.

Rozwazmy zagadnienie PL znajdywania minimum wyrazenia ¢’ x po wieloscianie P. Zatdimy,
ze P posiada co najmniej jeden punkt ekstremalny. Wtedy, albo minimalny koszt wynosi —oo,
albo istnieje punkt ekstremalny, ktory jest optymalny.

Whiosek 2.
Dla zagadnienia PL minimalizacji c'x po wieloscianie albo optymalny koszt wynosi —oo albo

istnieje rozwigzanie optymalne.

Twierdzenie 5.
Niepusty ograniczony wieloScian jest wypuktq otoczkq swoich punktow ekstremalnych.

Przyklad 1.
Rozwazmy wieloScian:

P ={(z1,29,73) : 21 + 22 + 23 < 1, 21,29, 23 > 0}.

WieloScian ten posiada cztery punkty ekstremalne: x' = (1,0,0), z* = (0,1,0), 2* = (0,0,1) 1
2t =(0,0,0). Wektor v = (1/3,1/3,1/4) nalezy do P i moze byc¢ przedstawiony w postaci:
1, 1, 1, 1,

D R BTt B
x 3x+3x+4x—|—12x.

Algorytm:

Zad. 1 Przepiszmy ograniczenie Z?Zl a;jv; > by do postaci

n—1
QinTn > —Zaijxj +b;, i=1,...,m;
j=1
jesli a;, # 0, to dzielimy obie strony przez a;,. Kladac = = (x1,...,2,-1) otrzymujemy

rOwnowazne przedstawienie P postaci:

T, > d;+ fZ-T:ﬂ oile a;, >0,
dj + f]Ti) > Tp, Przy ajp < 07
0 > dk + fgj}, gdy Akn = 0.

di, d;, dy, sa tu skalarami, kazdy f;, f;, fi jest wektorem w R™~1.
Zad. 2 Niech Q bedzie wieloécianem w R"™! zdefiniowanym przez ograniczenia

dj+iji‘ > di+ ffz, gdy am>0Aa;, <0,

Twierdzenie 6. Fourier—Motzkin elimination
Wieloscian Q skonstruowany algorytmem eleminacji jest réwny rzutowi [, ,(P).

Whniosek 3.
Jesli C R™F jest wieloscianem, to wtedy zbidr

{aR™ : J cpr  taki, ze (x,y) € P}

jest tez wieloscianem.
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http://en.wikipedia.org/wiki/Fourier%E2%80%93Motzkin_elimination
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