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Wykªad Nr 04, 05
(wyk. 29 X, 5 XI 10 r.)

Procedura konstruowania rozwi¡zania bazowego:

1. Wybierz m liniowo niezale»ne kolumny Ai1 , . . . , Aim.
2. Niech xi = 0, dla i 6∈ {i1, . . . , im}.
3. Rozwi¡» ukªad m równa« Ax = b z niewiadomymi xi1 , . . . , xim.

Uwaga:

Wszystkie nieujemne rozwi¡zania otrzymane w powy»szy sposób wyznaczaj¡ ka»de dopusz-
czalne rozwi¡zanie bazowe zagadnienia.

Je±li x jest bazowym rozwi¡zaniem, to xi1 , . . . , xim nazywamy zmiennymi bazowymi, pozostaªe
s¡ niebazowe. Kolumny Ai1 . . . , Aim nazywamy kolumnami bazowymi. Macierz

B = [Ai1 , Ai2 , . . . , Aim ]

nazywamy macierz¡ bazow¡. Zmienne bazowe xB = [xi1 , . . . , xim ]T s¡ dane wzorem:

xB = B−1b.

Przykªad:

Niech ograniczenie Ax = b b¦dzie postaci:
1 1 2 1 0 0 0
0 1 6 0 1 0 0
1 0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 1

x =


8

12
4
6


Kolumny A4, A5, A6, A7 wyznaczaj¡ dopuszalne rozwi¡zanie bazowe x = [0, 0, 0, 8, 12, 4, 6]T a
kolumny A3, A5, A6, A7 wyznaczaj¡ rozwi¡zanie x = [0, 0, 4, 0,−12, 4, 6]T , które nie jest dopusz-
czalnym rozwiazaniem bazowym.

Twierdzenie 1.

Niech P = {x : Ax = b, x ≥ 0}, P 6= ∅, gdzie macierz A o wymiarach m × n ma wiersze
a1, . . . , am. Zaªó»my, »e rank(A) = k < m oraz wiersze ai1 , . . . , aik s¡ liniowo niezale»ne.
Rozwa»my wielo±cian:

Q = {x : ai1x = bi1 , . . . , aikx = bik}.

Wtedy Q = P .

De�nicja 1. Wielo±cian P ⊂ Rn zawiera prost¡, je±li istnieje wektor x ∈ P i wektor d ∈
Rn, d 6= 0 taki, »e x+ λd ∈ P dla ka»dego λ.

Twierdzenie 2. Niech b¦dzie dany wielo±cian P = {x ∈ Rn : aix ≥ bi, i = 1, . . . ,m},
P 6= ∅. Wtedy, nast¦puj¡ce waunki s¡ równowa»ne:
1. W wielo±cianie P istnieje punkt ekstremalny.
2. Wielo±cian P nie zawiera prostej.
3. Istnieje n wektorów ai1 , . . . , ain liniowo niezale»nych.

Wniosek 1.

Ka»dy niepusty ograniczony wielo±cian i ka»dy niepusty ograniczny standardowy wielo±cian po-
siada przynajmniej jedno dopuszczalne rozwi¡zanie.
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Twierdzenie 3.

Rozwa»my zadanie liniowego programowania (PL), wyznaczenie minimum cTx po wielo±cianie
P . Zaªó»my, »e P ma co najmniej jeden punkt ekstremalny i »e istnieje optymalne rozwi¡zanie.
Wtedy, istnieje optymalne rozwi¡zanie które jest ekstremalnym punktem P .

Twierdzenie 4.

Rozwa»my zagadnienie PL znajdywania minimum wyra»enia cTx po wieloscianie P . Zaªó»my,
»e P posiada co najmniej jeden punkt ekstremalny. Wtedy, albo minimalny koszt wynosi −∞,
albo istnieje punkt ekstremalny, który jest optymalny.

Wniosek 2.

Dla zagadnienia PL minimalizacji cTx po wielo±cianie albo optymalny koszt wynosi −∞ albo
istnieje rozwi¡zanie optymalne.

Twierdzenie 5.

Niepusty ograniczony wielo±cian jest wypukª¡ otoczk¡ swoich punktów ekstremalnych.

Przykªad 1.

Rozwa»my wielo±cian:

P = {(x1, x2, x3) : x1 + x2 + x3 ≤ 1, x1, x2, x3 ≥ 0}.

Wielo±cian ten posiada cztery punkty ekstremalne: x1 = (1, 0, 0), x2 = (0, 1, 0), x3 = (0, 0, 1) i
x4 = (0, 0, 0). Wektor x = (1/3, 1/3, 1/4) nale»y do P i mo»e by¢ przedstawiony w postaci:

x =
1

3
x1 +

1

3
x2 +

1

4
x3 +

1

12
x4.

Algorytm:

Zad. 1 Przepiszmy ograniczenie
∑n

j=1 aijxj ≥ bi do postaci

ainxn ≥ −
n−1∑
j=1

aijxj + bi, i = 1, . . . ,m;

je±li ain 6= 0, to dzielimy obie strony przez ain. Kªad¡c x̄ = (x1, . . . , xn−1) otrzymujemy
równowa»ne przedstawienie P postaci:

xn ≥ di + fT
i x̄, o ile ain > 0,

dj + fT
j x̄ ≥ xn, przy ajn < 0,

0 ≥ dk + fT
k x̄, gdy akn = 0.

di, dj, dk s¡ tu skalarami, ka»dy fi, fj, fk jest wektorem w Rn−1.
Zad. 2 Niech Q b¦dzie wielo±cianem w Rn−1 zde�niowanym przez ograniczenia

dj + fT
j x̄ ≥ di + fT

i x̄, gdy ain > 0 ∧ ajn < 0,
0 ≥ dk + fT

k x̄, akn = 0.

Twierdzenie 6. Fourier�Motzkin elimination
Wielo±cian Q skonstruowany algorytmem eleminacji jest równy rzutowi

∏
n−1(P ).

Wniosek 3.

Je±li ⊂ Rn+k jest wielo±cianem, to wtedy zbiór

{xRn : ∃y∈Rk taki, »e (x, y) ∈ P}

jest te» wielo±cianem.
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http://en.wikipedia.org/wiki/Fourier%E2%80%93Motzkin_elimination
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