2. Zadania z analizy funkcjonalnej 3

. Niech U bedzie czesciowa izometria w przestrzeni Hilberta H. To znaczy U jest izometrig na
pewna podprzestrzeni Hy oraz U zeruje si¢ na Hy . Pokazaé, ze U*U jest rzutem na Hy. Pokazad,
ze jesli dla pewnego operatora U z B('H) operator U*U jest rzutem, to U jest czesciowa izometria.
Pokazac, ze jesli U jest czesSciows izometrig, to réwniez U™ jest cze$ciowa izometrig.

. Niech T bedzie operatorem zwartym w przestrzeni Hilberta H z wartoscia wtasna \ # 0. Wia-
domo, ze dla pewnej liczby n mamy ker(A\ — T)" = ker(Al — T)""!. Pokaza¢, ze przestrzen
Ey\ = ker(A] — T)" jest niezmiennicza dla operatora T, tzn. T(E)) = FE,. Pokazaé, ze prze-
strzen F\ = Im (A — T)" jest domknieta oraz T'(F)) C Fy. Udowodnié¢, ze Ey N F\ = {0} oraz
E\+ F\=H.

. Niech ¢ bedzie ograniczonym funkcjonatem liniowym na C;. Pokazaé, ze istnieje operator A €
B(H) taki, ze ¢(X) = trAX. Wskazéwka: Dla wektoréw = i y z H niech X,,v = (v,y)x.
Pokazaé, ze || X, | = | Xeylli = ||z|| ||lyll. Pokazaé, ze forma poélttoraliniowa B(z,y) = ¢(X,,)
jest ograniczona.

. Pokaza¢, ze kazdy ograniczony funkcjonal liniowy ¢ na przestrzeni K(H) operatoréw zwartych
ma postaé ¢(X) = tr(AX) dla pewnego operatora A z C. Wskazéwka: Korzystajac ze wskazéwki
do poprzedniego zadania znalez¢ operator A € B(H) spelniajacy ¢(X,,) = trAX, ,. Nastepnie
udowodni¢, ze A jest sladowy. W tym celu zbadaé¢ dziatanie funkcjonatu na operatorach postaci
X =N X, ;. dladwu uktadéw ortonormalnych {e,}_, i {f,}_ . Zauwazy¢, ze || X|| = 1.
Dobra¢ odpowiednio uktady ortonormalne zgodnie z rozktadem A = U|A|.



