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5. Zadania do wyktadu
analiza 3B

a) Niech p1(z), po(z) beda funkcjami ciggtymi na przedziale [a, b] takimi, ze ¢1(z) < ¢o(x) dla a <
x < b. Niech
D={(z,y) : a<x<b ¢1(z) <y < p2(2)}-

Pokazaé, ze jesli funkcja f(z,y) jest ciagta, to
b rp2(x)
/ f(x,y)dxdyz/ / fz,y) dyde.
D a Joi(z)

(b) Niech 91 (y), ¥2(y) beda funkcjami ciaglymi na przedziale [c, d] takimi, ze ¢ (y) < ¥o(y) dla ¢ <
y < d. Niech
D={(z,y) : e<y<d, di(y) <z <y}

Pokazad, ze jesli funkcja f(z,y) jest ciagta, to

d ria(y)
x,y)drdy = x,y) dr dy.
[ fydrdy= [*[* 7 f(ey) dedy

Obszary tej postaci nazywamy elementarnymi.

. Obliczy¢ [r(z3y+cosz) dz dy, gdzie T jest trojkatem ograniczonym przez prostey =0, r = 7/2, y = .
. Znalez¢ objeto$é czworodcianu ograniczonego ptaszczyznami y =0, 2 =0, r=0iy—x+ 2z = 1.

Po zamianie catki podwdjnej po obszarze D na calki iterowane otrzymano catki

1 pz? 2 r3z+1
/ / dy dx, / / dy dx,
0 Jo 1 Joz
1 re* 1 pa?
/ / (x +y)dydex, / / ydydx.
0 J1 0 Ja3

Obliczy¢ te calki i naszkicowaé obszar D.

. Powtorzy¢ poprzednie zadanie dla nastepujacych catek:

2 y2 1 |yl
/ / (2° + y) dx dy, / / eV dx dy,
—13 0 — —1/2—2\y|
/ / dy dz, / / ysinx dy dz,
0 Jo 0 0

1 ry 0 r2vV1-22
/ / (" +y™)dxdy, m,n>0 / / xdydz.
0 Jy? ~1Jo

Za pomocy catki podwdjnej obliczy¢ pole elipsy z potosiami a i b.
Zbudowano stodole na podstawie prostokata o wymiarach 12 m na 20 m; $ciana frontowa (na boku
12 m) ma wysokos¢ 10 m, a tylna 15 m. Stodota ma ptaski dach. Jaka jest pojemnos¢ stodoty ?

. Niech D bedzie obszarem zawartym pomiedzy osia y i parabolg x = —4y% + 3. Obliczy¢ / 23y dx dy.
D

. Niech D bedzie obszarem okreslonym przez 1 < 2%2+y? < 2iy > 0. Czy D jest obszarem elementarnym ?

Obliczy¢ catke / (1+zy)dxdy.
D
Obliczy¢ objeto$é obszaru polozonego wewnatrz powierzchni z = 2% + y? pomiedzy z = 01 z = 10.
Obliczy¢ / ydz dy, gdzie D sktada sie z punktéw spelniajacych 0 < 2z/7 < y, y < sinz.
D

Niech D bedzie obszarem okreslonym warunkami —p(z) < y < ¢(x), a < x < b, gdzie ¢ jest
ciagla nieujemng funkcja na [a,b]. Zalézmy, ze f(x,y) = —f(xz,—y) dla (z,y) € D. Uzasadnié, ze

/ f(z,y)dxdy = 0.
D
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Zmalez¢ pola figur ograniczonych krzywymi

y=vr, y=2yz, v=4 (22 +y*)° = 2aa%;
(2% +y°)? = 2a%(2> —¢?); 2*+yP =y, >0, y>0.

Zmalez¢ objetosci figur ograniczonych powierzchniami

r=xt 4y 2=+ 22 y=ua, y=2w,0=1;
? + 9+ 2 =R, 2* +y’ = R(R - 2z);

(22 + y? + 22)? = aPx;

2+ + 22 =a? 2?4y = ar;

2?/a* + 2 )V + 2% /? = 1.

Pokazaé, ze przeliczalna suma zbioréw miary zero jest tez zbiorem miary zero.

Zbior A skltada sie z liczb przedziatu [0, 1], ktérych rozwiniecie dziesietne nie zawiera cyfry 9. Pokazad,
ze zbiér A ma miare zero na prostej. Jaka moc ma zbior A 7

Pokazaé, ze przedzial [a,b], a < b, nie jest zbiorem miary zero na prostej. Pokazaé, ze prostokat [a, b] X
[c,d], gdzie a < b i ¢ < d nie jest zbiorem miary zero na plaszczyznie.

Niech T'(z,y) bedzie funkcja klasy C' odwzorowujaca R? w R?. Pokazaé, ze obraz zbioru miary zero
jest miary zero. Pokazaé, ze jedli T jest odwzorowaniem odwracalnym i 77! jest tez klasy C!, to obraz
zbioru mierzalnego w sensie Jordana jest mierzalny w sensie Jordana.



