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Zadania do wykladu “Geometryczna teoria grup”
Lista 3: wymiar asymptotyczny

Uzasadnij, ze wymiar asymptotyczny asdim jest niezmiennikiem zgrubnej réwnowaz-

nosci (coarse equivalence) przestrzeni metrycznych.

Uzasadnij, ze asdim({n®:n € Z}) = 0.

Uzasadnij, ze dla przestrzeni metrycznych X asymptotycznie spéjnych mamy réwno-

waznosé: asdim(X) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy X jest ograniczona. Wywnioskuj

stad, ze asdim(Z) = 1, oraz ze dla G skonczenie generowalnej mamy asdim(G) = 0 iff

G jest skonczona.

Uzasadnij, ze asdim(X x Y') < asdim(X) + asdim(Y") + 1.

Podaj szczegdly argumentu, ze asdim(Z™) < n.

Uzasadnij, ze dla dowolnego nieskoriczonego drzewa 7' mamy asdim(7") = 1.

Uzasadnij, ze dla podprzestrzeni Y C X z obcieta metryka zachodzi asdim(Y) <

asdim(X).

Uzasadnij, ze jesli H jest skonczenie generowalna podgrupa w skoriczenie generowalnej

grupie G, to zanurzenie H w G jest zgrubne (innymi stowy, metryka na H obcieta z

metryki stéw w G, oraz wlasna metryka stéw w grupie H sa zgrubnie réwnowazne).

Wywnioskuj, ze zachodzi wtedy asdim(H) < asdim(G).

Uzasadnij, ze asymptotyczny wymiar homologiczny asdimy, jest niezmiennikiem quasi-

izometrii, a nawet zgrubnej réwnowaznosci.

(a) Uzasadnij, ze w dowolnej przeliczalnie generowalnej (czyli przeliczalnej) grupie G
z wazona, metryka stéw dowolna kula metryczna jest skonczona.

(b) Uzasadnij, ze kazde dwie wazone metryki stéw na dowolnej grupie przeliczalnie
generowalnej G sa zgrubnie réwnowazne, a dokladniej, ze identycznos¢ idg jest
zgrubna réwnowaznoscia dla tych metryk.

Uzasadnij, ze dla przeliczalnej (czyli przeliczalnie generowalnej) grupy G z wazona,

metryka, stéw zachodzi: asdim(G) = 0 iff kazda skonczenie generowalna podgrupa

H < G jest skoniczona (taka wlasno$é grupy G nazywa sie jej lokalna skoriczonoscia).

Pokaz ogdlniej, ze dla przeliczalnej grupy G mamy

asdim(G) = sup{asdim(H) : H jest skoriczenie generowalna podgrupa w G}.

Wywnioskuj, ze asdim(Q) = 1, gdzie @ jest addytywna grupa liczb wymiernych.



