
Zadania do wyk ladu “Geometryczna teoria grup”
Lista 2: quasi-izometrie

0. Uzasadnij, że dla dowolnej quasi-izometrii f : (X, dX) → (Y, dY ) istnieje quasi-
izometria g : (Y, dY )→ (X, dX) taka, że

sup
x∈X

dX(gf(x), x) <∞ oraz sup
y∈Y

dY (fg(y), y) <∞.

1. Uzasadnij, że quasi-izometryczność jest relacja
‘
równoważności.

2. Na przestrzenie wektorowej V iloczyn skalarny ρ wyznacza metryke
‘
dρ. Uzasadnij, że

dla dowolnych dwóch iloczynów skalarnych ρ, ρ′ na skończenie wymiarowej przestrzeni
V odwzorowanie idV jest quasi-izometria

‘
(V, dρ)→ (V, dρ′).

3. Na dowolnej grupie Liego G, każde dwie lewoniezmiennicze metryki Riemanna induku-
ja

‘
quasi-izometryczne metryki.

4. Niech M be
‘
dzie zwarta

‘
spójna

‘
g ladka

‘
rozmaitościa

‘
, i niech M̃ be

‘
dzie dowolnym

spójnym nakryciem M . Dla metryki Riemanna d na M , niech d̃ be
‘
dzie indukowana

‘
na M̃ (podniesiona

‘
) metryka

‘
. Dla dowolnych metryk Riemanna d1, d2 na M in-

dukowane metryki d̃1, d̃2 na M̃ sa
‘
quasi-izometryczne (uzasadnij to bezpośrednio, bez

powo lywania sie
‘

na lemat Milnora-Švarca).
5. Niech X be

‘
dzie przestrznia

‘
metryczna

‘
, i niech Y1, Y2 be

‘
da

‘
jej podprzestrzeniami

pozostaja
‘
cymi w skończonej odleg lości Hausdorffa. Uzasadnij, że przestrzenie Y1 i

Y2, z obcie
‘
tymi z X metrykami, sa

‘
quasi-izometryczne.

6. Wszystkie grupy wolne skończonej rangi ≥ 2 sa
‘
quasi-izometryczne.

7. Grupy podstawowe wszystkich powierzchni zamknie
‘
tych o ujemnej charakterystyce

Eulera sa
‘
quasi-izometryczne.

8. Niech M be
‘
dzie g ladka

‘
zamknie

‘
ta

‘
rozmaitościa

‘
, i niech M̃ oznacza jej nakrycie uniw-

ersalne. Uzasadnij, że grupa podstawowa π1M jest quasi-izometryczna z rozmaitościa
‘

M̃ zaopatrzona
‘
w dowolna

‘
metryke

‘
indukowana

‘
z metryki Riemanna na M .

9. Uzasadnij, że zerownie sie
‘
(oraz niezerowanie sie

‘
) dugości translacyjnej elementu g ∈ G

nie zależy od wyboru skończonego uk ladu generatorów S w skończenie generowalnej
grupie G.

10. Uzasadnij, że jeśli G jest skończenie generowalna, to odwzorowanie Z → G zadane
poprzez n → gn jest quasi-izometrycznym zanurzeniem wtedy i tylko wtedy gdy
d lugość translacyjna τ(g) (wzgle

‘
dem dowolnego skończonego uk ladu generatorów) jest

niezerowa. Mówi sie
‘
, że podgrupa cykliczna 〈g〉 jest wtedy niezdystorsowana (undis-

torted), lub że ma trywialna
‘

dystorsje
‘
.

11. Dla sta lej C > 0, C-droga
‘

w przestrzeni metrycznej (X, d) nazywamy dowolny skoń-
czony cia

‘
g x0, x1, . . . , xm taki, że dla 1 ≤ i ≤ m mamy d(xi−1, xi) ≤ C. Mówimy,

że przestrzeń metryczna (X, d) jest C-spójna, gdy dla dowolnych x, y ∈ X istnieje
 la

‘
cza

‘
ca je C-droga. Przestrzeń metryczna (X, d) jest asymptotycznie spójna jeśli ist-

nieje sta la C > 0 taka, że X jest C-spójna. Uzasadnij, że asymptotyczna spójność jest
niezmiennikiem quasi-izometrii.

12. Mówimy, że X jest asymptotycznie niespójna w nieskończoności gdy dla dowolnego
R > 0 istnieja

‘
nieograniczone podprzestrzenie X1, X2 ⊂ X takie, że dX(X1, X2) > R
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oraz dope lnienie X \ (X1 ∪X2) jest ograniczone. W przeciwnym wypadku mówimy,
że X jest asymptotycznie spójna w nieskończoności.
(a) Asymptotyczna niespójność (oraz spójność) w nieskończoności jest niezmienni-

kiem quasi-izometrii.
(b) Grupa cykliczna Z, grupy wolne Fk, oraz produkty wolne H ∗ G nietrywialnych

grup skończenie generowalnych sa
‘
asymptotycznie niespójne w nieskończoności.

(c) Uzasadnij, że grupy abelowe Zk, dla k ≥ 2, sa
‘
asymptotycznie spójne w nieskoń-

czoności. Wywnioskuj sta
‘
d, że grupy Z i Zk (dla dowolnego k ≥ 2) nie sa

‘
quasi-izometryczne.

13. (a) Czy zbiory Z i N (liczb cakowitych i naturalnych) z metrykami dziedziczonymi
z euklidesowej metryki na osi liczbowej R sa

‘
quasi-izometryczne?

(b) Czy zbiory Z i {n3 : n ∈ Z} z metrykami obcie
‘
tymi z R sa

‘
quasi-izometryczne?

14. Uzasadnij, że grupy Z oraz Fk, k ≥ 2 nie sa
‘
quasi-izometryczne.

15. Uzadsadnij, że z lożenie quasi-izometrycznych w lożeń jest quasi-izometrycznym w loże-
niem, zaś z lożenie quasi-izometrii jest quasi-izometria

‘
.

16. Niech Q̃I(X) be
‘
dzie zbiorem wszystkich quasi-izometrii X → X przestrzeni me-

trycznej X, i niech QI(X) := Q̃I(X)/ ∼= be
‘
dzie zbiorem klas abstrakcji relacji równo-

ważności polegaja
‘
cej na pozostawaniu odwzorowań w skoczonym dystansie wzgle

‘
dem

normy jednostajnej.
(a) Uzasadnij, że odwzorowanie QI(X)×QI(X)→ QI(X) określone przez

([f ], [g])→ [f ◦ g]

jest dobrze określonym dzia laniem na QI(X).
(b) Uzasadnij, że QI(X) z wyżej określonym dzia laniem jest grupa

‘
. Grupe

‘
ta

‘
nazy-

wamy grupa
‘

quasi-izometrii przestrzeni X.
17. Niech R be

‘
dzie euklidesowa

‘
prosta

‘
.

(a) Uzasadnij, że obraz grupy izometrii Isom(R) w grupie QI(R) przez naturalny
homomorfizm f → [f ] jest podgrupa

‘
rze

‘
du 2.

(b) Uzasadnij, że grupa QI(R) jest nieprzeliczalna. Czy jest ona nieprzemienna?
18. Niech X be

‘
dzie regularnym nieskończonym drzewem. Uzasadnij, że naturalny homo-

morfizm Aut(X)→ QI(X) jest injektywny.
19. Na naste

‘
pnej stronie przedstawiona jest konstrukcja tzw. grafu Farey’a, nieskończo-

nego i lokalnie nieskończonego grafu. Uzasadnij, że graf ten jest quasi-izometryczny z
drzewem. UWAGA: okra

‘
g w ktry wpisany jest graf, z wyja

‘
tkiem wierzcho lkw, nie jest

cze
‘
ścia

‘
tego grafu, zaś w kolejnych etapach konstrukcji wierzcho lki ge

‘
sto zape lniaja

‘
ten okra

‘
g (ale jest ich przeliczalnie wiele).
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