Zadania do wykladu “Geometryczna teoria grup”
Lista 1: metryka stéw i graf Cayleya grupy

1. Niech @ bedzie tzw. grupq kwaternionowq ztozona z kwaternionéw jednostkowych,
Q = {&1,+i. + j, £k}. Narysuj graf Cayleya Cay(@Q, {4, j}).
2. Jakim grupom odpowiadaja trzy przedstawione ponizej grafy Cayleya? UWAGA:
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krawedZ bez orientacii oraz z etykieta “s” jest skrétowym oznaczeniem dwach krawedzi

[

rorientowanych przeciwnie 1 7 ta sama ctykicta, “s”.

3. Dla jakiej grupy & i jakiego zbioru generatordéw S nastepujacy graf jest grafem Cayleya
Cay(G, S) [cdpowiedZ nie musi by¢ jednoznacznal:

(a) pelny graf o 5 wierzchotkach - K (5);

(b) pelny graf dwudzielny K(4,4), czyli graf o 4 wierzcholkach ”czarnych” i 4 "hia-
lych”, w ktérym po jednej krawedzi taczy dowolony wicrzcholek czarny z dowol-
nym bialym.

4. Dane sa: graf Cayleya Cay(G, S) pewnej grupy G, oraz element g € (G wyrazony jako
iloczyn generatorw z S i ich odwrotnodei. Jak rozpoznaé na podstawie tego grafu
(a) czy grupa G jest przemienna;

(b) jaki jest rzad dowolnego generatora s € S, oraz jaki jest rzad clementu g;

(c) czy element g nalezy do centrum Z (G) grupy G;

(d) czy podgrupa cykliczna generowana przez jeden z genetratoréw s € § jest nor-
malna.

5. Dane sa: graf Cayleya Cay(G,S) pewne]j grupy G, element g € G wyrazony jako
iloczyn generatoréw z S i ich odwrotnosci, oraz pogrupa H = (T') generowana przez
podzbiér T C 8.

(a) Uzasadnij, ze komponenty grafu Cay(G, S ) powstate po usunieciu krawedzi etyki-
etowanych generatorami ¢t € S\ T s izomotficzne (jako grafy etykictowane)
2 grafem Cayleya Cay(H,T). Ustal ponadto, ze komponenty te odpowiadaja
warstom podgrupy H w G (lewostronnym czy prawostronnym?).

Jak poznaé za pomocs grafu Cay(G, 5)

(b) czy podgrupa H jest normalna;

(c) czy element g nalezy do normalizatora podgrupy H w G.

6. Przy oznaczeniach z poprzedniego zadania, 1 przy dodatkowym zalozeniu, Ze pod-
grupa H jest normalna w (3, znajdZ sposéb wyznaczenia grafu Cayleya Cay(G/H,S\
T) grupy ilorazowej G/H wzgledem generatordw ze zbioru S5\ T rozumianych jako
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odpowiednio indukowane elementy w grupie ilorazowej, w terminach samego grafu
Cayleya Cay(G, S) (bez koniecznosci rozumienia w inny sposéb czym sa grupy G, H ).
Kiedy graf Cayleya ma (a) krawedzie wielokrotne, (b) krawedzie-petle?
8. Dla i = 1,2 niech S; bdzie zbiorem generatoréw grupy G;. Niech G = G1 & Go, 1
niech § = §; U S5 bedzie w naturalny sposéb zbiorem generatoréw w G.
('rl) UZﬂSELdIlij, 7e dS((gls.QZ): {giagé)) = dSl (ghgi) + dS;» (92: gé)
(b) Opisz odpowiednie pojecie produktu dwéch graféw tak, by graf Cayleya C(G, S)
okazal sie produktem grafow Cayleva C(Gy, 5;)-
(¢) Uogdlnij (a) i (b) na praypadek produktu prostego dowolnej rodziny grup.
9. Urasadnij, ze graf Cayleya nieskoriczonej grupy wzgledem skoriczonego uktadu gener-
atoréw zawiera izometrycznie wlozona kopie {euklidesowej) prostej.
10. {(a) Dla dowolnego go € G okreélmy ¢ : G — G poprzez #(g9) = gg90. Uzasadnij,
se odwzorowanie ¢ jest w skoriczonej odleglodci jednostajnej od odwzorowania
identyczno$ciowego idg, tzn
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sup dg(¢(g), g) < cc.
ge@

(b) Niech H < G bedzie podgrups. Uzasadnij, ze kazda lewostronna wartstwa gH
pozostaje w skomiczonej odleglodci Hansdorfta (wazgledem dowolne) metryki slow
ds w G) od pewnego sprze¢zenia podgrupy H w G, i vice versa.

11. Dla g € G, wprowadsmy oznaczenie |g|s = dg(1,), gdzie 1 to element neutralny

grupy G.

(a) Uzasadnij, ze dla dowolnego g € G istnieje skoificzony kres gérny

lim sup(|g"|s/n).
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Ten kres gorny, krétko oznaczany przez 7(g), nazywac bedziemy diugodciq transla-
cyjna elementu g wzgledem 5.

(b) Uzasadnij, ze dla dowolnego g € G mamy 0 < 7(g) < lgls.

(e) Uzasadnij, 7e diugoé¢ translacyjna jest niezmiennicza na sprzezenia, oraz e

(g") = |kl - 7(g)

dla g € G oraz dowolnego catkowitego k.

(d) Uzasadnij, ze 7(gg") < 7(g) + 7(¢).

(e) Uzasadnij, ze jesli 7(g) > 0, to istnieja stale 0 < A < p takie, ze dla kazdego
naturalnego n zachodzi A-n < |g™|s < g n.

12. Niech G bedzie grupa funkcji liniowych f : R — R postaci f(z) = 2% .z 4+m-27, dla

catkowitych k,m, j, z dzialaniem skladania.

(a) Uzasadnij, ze zbidr S zlozony z funkcji z — %m oraz £ — x + 1 generuje grupe G.

(b) Uzasadnij, ze generator z — = + 1, mimo nieskofczonego rzedu, ma zerowa
dhugoéé translacyjng wzgledem S.

(¢) Uzasadnij, ze generator x — %w ma dhigosé translacyjng 1 wezgledem §.




