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Zadania do wykladu “Geometryczna teoria grup”
Lista 5: wzrost w grupach

Wylicz funkcje wzrostu Sz g dla kanonicznego zbioru generatoréw S = {(1,0), (0, 1)}.

. Wylicz funkcje wzrostu Sz s dla S = {2, 3}.

Uzasadnij, ze
. Bz2.s(k)

lim —2—~ = Vol(K

T
gdzie K to otoczka wypukla zbioru S U S~ w R?, za$ Vol to jego objetosé (pole).
Uzasadnij, ze dla nieskoriczonej grupy G i dowolnego skoiniczonego zbioru generatoréw
S funkcja wzrostu Bg. s jest Scisle rosnaca, i ze fg s(k) > k + 1 dla kazdego k.
Uzasadsnij, ze dowolna funkcja wzrostu 8 = B¢ s jest pod-multyplikatywna, tzn.

Bk + k) < B(k) - BK)

dla dowolnych naturalnych k, k'

Dla grupy G o skonczonym zbiorze generatoréw S niech H bedzie podgrupa, generowa-
na przez podzbiér T' C S. Pokaz, ze wéwczas Sy (k) < Ba,s(k) dla dowolnego k.
Uzasadnij, ze relacja quasi-dominacji dla funkcji wzrostu jest przechodnia

Dla dodatnich rzeczywistych a, niech f, (k) := k® bedzie abstrakcyjna funkcja wzrostu.
Uzasadnij, ze f, < fp wtedy i tylko wtedy gdy a < b. Wywnioskuj, ze kazda z funkcji
fa okresla osobny typ wzrostu.

Uzasadnij, ze produkt wolny dwo6ch grup o rzedach > 3 ma wzrost eksponencjalny. A
co sie dzieje, gdy ktéras grupa skltadowa ma rzad 27

Uzasadnij, ze grupa (nieskoriczona) o wzroscie liniowym ma wiecej niz 1 koniec.
Moéwimy, ze grupa zawiera wolny monoid, gdy dla pewnych dwoch elementow tej
grupy naprzemienne iloczyny dodatnich poteg tych dwoch elementéw sa parami rézne.
Uzasadnij, ze grupa zawierajaca wolny monoid ma wzrost eksponencjalny.

Niech G bedzie grupa, funkeji liniowych f : R — R postaci f(z) =28 -2 +m -2/, dla
catkowitych k,m,j, z dzialaniem skladania (jest to ta sama grupa, ktéra rozwazana
byla w zadaniu 12 listy 1). Uzasadnij, ze grupa ta ma wzrost ekponencjalny.
Uzasadnij, ze dla dowolnego lokalnie skoniczonego grafu X funkcje wzrostu liczebnosci
kul w X wzgleden dwéch réznych wierzchotkéw bazowych sa rownowazne (wyznaczaja,
ten sam typ wzrostu).

Uzasadnij, ze dla dowolnej spdjnej rozmaitosci Riemannowskiej M funkcje wzrostu
objetosci w M wzgledem dowolnych dwdch réznych punktéow bazowych sa rownowazne
(wyznaczaja, ten sam typ wzrostu).

Uzasadnij, ze produkt wolny dwdéch grup skonczonych o rzedach > 3 ma wzrost ek-
sponencjalny. A jak bedzie w innych przypadkach produktu wolnego dwéch grup
skoriczonych? A jak bedzie gdy dopuscimy faktory nieskonczone?



