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Zadania do wykladu “Geometryczna teoria grup”
Lista 4: przestrzen i liczba koncéw grupy

Uzasadnij, ze rodzina zbioréw postaci
N U) : A€ AU C X, jest otwartym podzbiorem

rzeczywiscie stanowi baze topologi na granicy odwrotnej (gdzie fy : lim. X — X to
odwzorowanie graniczne).

. Mowimy, ze podzbiér M zbioru skierowanego A jest wspdtkorncowy gdy dla dowolnego

A € A istnieje p € M taki, ze A < p. Niech Y bedzie nieskoriczonym zbiorem, zas A

zbiorem jego skonczonych podzbioréw z relacja inkluzji.

(a) Uzasadnij, ze A jest zbiorem skierowanym.

(b) Uzasadnij, ze A posiada wspétkoricowy podciag wtedy i tylko wtedy gdy Y jest
przeliczalny.

Uzasadnij, ze jesli M C A jest wspdtkoncowy, to granica dowolnego systemu odwrot-

nego X nad A kanonicznie utozsamia sie z granica systemu X “obcietego” do M

(réwniez jako przestrzen topologiczna).

Niech X bedzie systemem odwrotnym skonczonych zbioréw, i zalézmy ze wszystkie

odwzorowania fy, sa surjektywne. ZnajdZ warunki konieczne i dostateczne na to,

by granica lim, X byla (a) nieskoriczona, (b) nieprzeliczalna, (c) posiadala punkt

izolowany, (d) byla homeomorficzna ze zbiorem Cantora.

Wskazéwka do (d): zbiér Cantora posiada nastepujaca charakteryzacje topologicz-

na - jest jedyna z dokladnoscia do homeomorfizmu zwarta, przestrzenia metryczna

ktéra nie posiada punktéw izolowanych, oraz jest calkowicie niespdjna (kazde dwa

rézne punkty mozna rozdzieli¢ zbiorem otwarto-domknietym).

Uzasadnij, ze dowolny homeomorfizm h wlasciwej geodezyjnej przestrzeni X indukuje

odpowiednio zinterpretowany “automorfizm” systemu odwrotnego 7%, a co za tym

idzie homeomorfizm h¥ granicy odwrotnej Ends(X). Uzasadnij tez, ze przyporzadko-

wanie h — h¥ jest homomorfizmem.

Uzasadnij, ze dowolne ciagle wiasciwe odwzorowanie g : X — Y wiasciwych geodezyj-

nych przestrzeni indukuje ciagle odwzorowanie g¥ : Ends(X) — Ends(Y).

Uzasadnij, ze dla wiasciwej geodezyjnej przestrzeni X podzbiér B C K zlozony z me-

trycznych kul jest wspétkoricowy (gdzie K to zbidr wszystkich podzbioréw zwartych).

Zro6b to samo dla kul o ustalonym $rodku i o catkowitych promieniach.

Niech X bedzie wlasciwa, przestrzenia, geodezyjna, i niech x¢y € X bedzie dowolnym

punktem. Uzasadnij, ze w kazdej klasie wspotkonicowosci promieni (whasciwych) w X

znajduje sie jakis (przynajmniej jeden, a na ogét wiecej - wskaz odpowiedni przyktad)

promient geodezyjny - : [0,00) — X o poczatku w xg.

Sformutuj w terminach promieni (wlasciwych) reprezentujacych konce przestrzeni X

wlasnos¢ zbieznosci ciagu koncéw do granicznego konica w przestrzeni Ends(X).

Uzasadnij, ze jesli r,r’ sa wlasciwymi promieniami w X, i jesli obraz im(r’) zawiera

sie w D-otoczeniu obrazu im(r), gdzie D > 0 jest pewna liczba, to promienie r i 7’ sa,

wspotkoncowe.

Uzasasdnij, ze produkt wolny dwoéch nieskoniczonych grup skonczenie generowalnych

ma oo wiele koncow.
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Uzasadnij, ze produkt wolny dwdéch nietrywialnych grup skoczonych, z ktrych przy-
najmniej jedna ma rzad > 3, ma oo wiele koncow.

Uzasadnij, ze granica odwrotna skonczonych zbiorow jest zawsze przestrzenia, catkowi-
cie niespdjna, (kazdy punkt posiada baze otoczen otworto-domknietych).

Rozwazmy system odwrotny & = (A, {X\ : A € A} F), i zalézmy ze spelia on
nastepujaca wlasnosé: (VA € A)(Jxr € X)) taki, ze w S istnieja przynajmniej dwie
nici zawierajace x. Uzasadnij, ze granica odwrotna lim, S jest wéwczas przestrzenia
bez punktéw izolowanych.

Jakie sa ograniczenia na pary liczb koncow dla grup oraz ich skoniczenie generowalnych
podgrup?



