
Zadania do wyk ladu “Geometryczna teoria grup”
Lista 4: przestrzeń i liczba końców grupy

0. Uzasadnij, że rodzina zbiorów postaci

f−1
λ (U) : λ ∈ Λ, U ⊂ XΛ jest otwartym podzbiorem

rzeczywíscie stanowi baze
‘

topologi na granicy odwrotnej (gdzie fλ : lim←X → Xλ to
odwzorowanie graniczne).

1. Mówimy, że podzbiór M zbioru skierowanego Λ jest wspó lkońcowy gdy dla dowolnego
λ ∈ Λ istnieje µ ∈ M taki, że λ ≤ µ. Niech Y be

‘
dzie nieskończonym zbiorem, zaś Λ

zbiorem jego skończonych podzbiorów z relacja
‘
inkluzji.

(a) Uzasadnij, że Λ jest zbiorem skierowanym.
(b) Uzasadnij, że Λ posiada wspó lkońcowy podcia

‘
g wtedy i tylko wtedy gdy Y jest

przeliczalny.
2. Uzasadnij, że jeśli M ⊂ Λ jest wspó lkońcowy, to granica dowolnego systemu odwrot-

nego X nad Λ kanonicznie utożsamia sie
‘

z granica
‘

systemu X “obcie
‘
tego” do M

(również jako przestrzeń topologiczna).
3. Niech X be

‘
dzie systemem odwrotnym skończonych zbiorów, i za lóżmy że wszystkie

odwzorowania fλµ sa
‘

surjektywne. Znajdź warunki konieczne i dostateczne na to,
by granica lim←X by la (a) nieskończona, (b) nieprzeliczalna, (c) posiada la punkt
izolowany, (d) by la homeomorficzna ze zbiorem Cantora.
Wskazówka do (d): zbiór Cantora posiada naste

‘
puja

‘
ca

‘
charakteryzacje

‘
topologicz-

na
‘

- jest jedyna
‘

z dok ladnościa
‘

do homeomorfizmu zwarta
‘

przestrzenia
‘

metryczna
‘

która nie posiada punktów izolowanych, oraz jest ca lkowicie niespójna (każde dwa
różne punkty można rozdzielić zbiorem otwarto-domknie

‘
tym).

5. Uzasadnij, że dowolny homeomorfizm h w laściwej geodezyjnej przestrzeni X indukuje
odpowiednio zinterpretowany “automorfizm” systemu odwrotnego πX , a co za tym
idzie homeomorfizm hE granicy odwrotnej Ends(X). Uzasadnij też, że przyporza

‘
dko-

wanie h→ hE jest homomorfizmem.
6. Uzasadnij, że dowolne cia

‘
g le w laściwe odwzorowanie g : X → Y w laściwych geodezyj-

nych przestrzeni indukuje cia
‘
g le odwzorowanie gE : Ends(X)→ Ends(Y ).

7. Uzasadnij, że dla w laściwej geodezyjnej przestrzeni X podzbiór B ⊂ K z lożony z me-
trycznych kul jest wspó lkońcowy (gdzie K to zbiór wszystkich podzbiorów zwartych).
Zrób to samo dla kul o ustalonym środku i o ca lkowitych promieniach.

8. Niech X be
‘
dzie w laściwa

‘
przestrzenia

‘
geodezyjna

‘
, i niech x0 ∈ X be

‘
dzie dowolnym

punktem. Uzasadnij, że w każdej klasie wspó lkońcowości promieni (w laściwych) w X
znajduje sie

‘
jakís (przynajmniej jeden, a na ogó l wie

‘
cej - wskaż odpowiedni przyk lad)

promień geodezyjny γ : [0,∞)→ X o pocza
‘
tku w x0.

9. Sformu luj w terminach promieni (w laściwych) reprezentuja
‘
cych końce przestrzeni X

w lasność zbieżności cia
‘
gu końców do granicznego końca w przestrzeni Ends(X).

10. Uzasadnij, że jeśli r, r′ sa
‘

w laściwymi promieniami w X, i jeśli obraz im(r′) zawiera
sie

‘
w D-otoczeniu obrazu im(r), gdzie D > 0 jest pewna

‘
liczba

‘
, to promienie r i r′ sa

‘
wspó lkońcowe.

11. Uzasasdnij, że produkt wolny dwóch nieskończonych grup skończenie generowalnych
ma ∞ wiele końców.
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12. Uzasadnij, że produkt wolny dwóch nietrywialnych grup skoczonych, z ktrych przy-
najmniej jedna ma rza

‘
d ≥ 3, ma ∞ wiele końców.

13. Uzasadnij, że granica odwrotna skończonych zbiorów jest zawsze przestrzenia
‘
ca lkowi-

cie niespójna
‘
(każdy punkt posiada baze

‘
otoczeń otworto-domknie

‘
tych).

14. Rozważmy system odwrotny S = (Λ, {Xλ : λ ∈ Λ},F), i za lóżmy że spe lnia on
naste

‘
puja

‘
ca

‘
w lasność: (∀λ ∈ Λ)(∃x ∈ Xλ) taki, że w S istnieja

‘
przynajmniej dwie

nici zawieraja
‘
ce x. Uzasadnij, że granica odwrotna lim← S jest wówczas przestrzenia

‘
bez punktów izolowanych.

15. Jakie sa
‘
ograniczenia na pary liczb końców dla grup oraz ich skończenie generowalnych

podgrup?
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