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1 Wstep

Wyttumaczmy najpierw czym jest parkietaz przestrzeni. Jest to wypelnienie przestrzeni
brytami, ktére §cisle do siebie przylegaja, ale réwniez nie zachodza na siebie. Parkietaz ten
nazywamy odbiciowym, gdy jego plytki sa brytami wielodciennymi oraz gdy, kazde dwie ptytki
majace wspoélng sciane sa do siebie symetryczne wzgledem ptaszezyzny zawierajacej te sciane.
Praca dotyczy problemu klasyfikacji odbiciowych parkietazy przestrzeni, to znaczy znalezie-
nia wszystkich wielodcianéw, ktére sa ptytkami takich parkietazy. Czedciowe rozwiazanie tego
zagadnienia zostalo przedstawione w pracy magisterskiej Pauliny Gorskiej [2], gdzie opisane
zostaly wszystkie parkietaze odbiciowe, ktérych plytkami sa czworodciany.

W tej pracy znajdziemy i opiszemy wszystkie parkietaze odbiciowe przestrzeni, ktérych ptytki
sg ostrostupami n-katnymi dla n > 3.
Glowny wynik pracy mozna sformutowaé¢ w postaci nastepujace].

Twierdzenie 1.1. Istniejq, z doktadnoscia do przystawania 1 ewentualnie przeskalowania, trzy
parkietaze odbiciowe o plytkach bedgcych ostrostupami n-kgtnyms, dla n > 3. Plytki tych lrzech
parkietazy sq ostrosluipami czworokgtnymi przedstawionymi na Rysunkach 1.1, 1.2 oraz 1.5.

Ostrostupy na rysunkach ponizej zostaly umieszczone w sze$cianach, aby utatwié¢ zrozu-
mienie ich wygladu i ksztattu.

A

Rysunek 1.1: Pierwszy odbiciowy ostrostup z Twierdzenia 1.1. Krawedzie podstawy tego ostro-
stupa pokrywaja sie z krawedziami podstawy szescianu za§ wierzchotek O jest punktem prze-
ciecia przekatnych szescianu. Katy dwuscienne pomiedzy $cianami bocznymi wynosza 120°,
za§ pomiedzy podstawa a §cianami bocznymi katy dwuscienne maja miare 45°.



A

Rysunek 1.2: Drugi odbiciowy ostrostup z Twierdzenia 1.1. Wierzchotki podstawy M oraz L to
grodki $cian szescianu odpowiednio ABCD i EFGH. Zas wierzcholki J oraz K sa odpowied-
nio srodkami krawedzi F'B oraz HD. Wierzchotkiem ostrostupa jest punkt I odpowiadajacy
grodkowi krawedzi AE. Katy dwuscienne pomiedzy podstaws a $cianami bocznymi wynosza
60°, pomiedzy $cianami JIL i IKL jest kat dwuscienny miary 120°, tak samo jak dla $cian
IJM oraz IKM. Pomiedzy $cianami IJM i LIJ znajduje sie kat miary 90° i tak samo w
przypadku kata dwuéciennego miedzy I KL oraz IKM.

A

Rysunek 1.3: Trzeci odbiciowy ostrostup z Twierdzenia 1.1. Wierzchotek G ostrostupa to tez
wierzchotek szescianu, zad pozostale wierzchotki pokrywaja sie z wierzchotkami podstawy sze-
$cianu. Pomiedzy $cianami DAG oraz ABG jest kat dwuscienny miary 120°. Pomiedzy $cia-
nami DAG oraz DCG, tak jak pomiedzy ABG i BCG kat dwuscienny wynosi 90°. Pomiedzy
podstawa, ostrostupa a $cianami DCG oraz BCG sa katy miary 90°, zas pomiedzy podstawa,
a $cianami ABG oraz DAG sa katy dwugcienne miary 45°.

Plan i organizacja pracy sa nastepujace.
W Rozdziale 2 zdefiniowane zostana pojecia przydatne w dalszych czesciach pracy.



W Rozdziale 3 oméwione zostana pomocnicze rezultaty, wykorzystywane potem w gtéwnej cze-
$ci pracy, dotyczace odbiciowych parkietazy sfery. Doktadniej przeprowadzona zostanie pelna
klasyfikacja odbiciowych parkietazy sferycznych, w ktorych ptytki sg n-katami sferycznymi dla
n > 4.

Rozdzial 4, jak wczesniej juz zostalo wspomniane, bedzie gléwng czedcig pracy. Mianowicie be-
dzie przeprowadzona klasyfikacja odbiciowych ostrostupow jako ptytek odbiciowych parkietazy
przestrzeni.



2 Parkietaze

W tym rozdziale przytoczymy niezbedne definicje dotyczace parkietazy ptaszczyzny, sfery
i przestrzeni, w tym kluczowego dla pracy pojecia parkietazu odbiciowego przestrzeni.

Definicja 2.1. Parkietaz plaszczyzny to pokrycie ptaszczyzny plytkami/klepkami $cisle do
siebie przylegajacymi i niezachodzacymi na siebie.

Definicja 2.2. Ptytka /klepka parkietazu to pojedynczy element tworzacy parkietaz.

Definicja 2.3. Parkietaz wielokatowy to rodzaj parkietazu, ktéry powstaje z plytek wie-
lokatowych przylegajacych do siebie §cisle bokami.

Definicja 2.4. Wierzcholek parkietazu to punkt styku wierzchotkéw plytek wielokatowych
tworzacych dany parkietaz.

Definicja 2.5. Parkietaz sfery to pokrycie sfery ptytkami 4cigle do siebie przylegajacymi i
niezachodzacymi na siebie.

Przyktad parkietazu sfery przedstawiony zostal na Rysunku 2.1. Plytkami tego parkietazu
sa trojkaty oraz pieciokaty sferyczne.

Rysunek 2.1

Definicja 2.6. Parkietaz przestrzeni to zapelnienie przestrzeni brytami Scisle do siebie
przylegajacymi. Bryly te bedziemy nazywaé pltytkami parkietazu przestrzeni. Parkietaz prze-
strzeni nazywamy wielo$ciennym, gdy tworzace go plytki sg wielodcianami przylegajacymi
do siebie calymi §cianami.

Mamy do czynienia z r6znymi parkietazami przestrzeni. Pierwszym nasuwajacym sie przy-
ktadem jest parkietaz szescianami. Innym przyktadem jest parkietaz graniastoshupami o pod-
stawie szesciokata foremnego. Oba te parkietaze przestrzeni zostaly zilustrowane na Rysunku
2.2.



Rysunek 2.2

Zajmijmy sie teraz parkietazami odbiciowymi.

Definicja 2.7. Parkietaz odbiciowy plaszczyzny to parkietaz wielokatowy, w ktérym
kazde dwie pltytki majace wspélny bok sa do siebie symetryczne wzgledem prostej zawierajacej
ten bok.

Jedna ptytke odbijamy wzgledem prostych, ktére zawieraja jej boki. Powtarzamy proces az
wypelnimy cala plaszczyzne. Przyktad parkietazu odbiciowego ptaszczyzny, w ktérym plytki
sg prostokatami, przedstawiony zostatl na Rysunku 2.3.

Rysunek 2.3

Definicja 2.8. Parkietaz odbiciowy sfery to parkietaz wielokatowy sfery, w ktérym kazde
dwie ptytki majace wspélny bok sa do siebie symetryczne wzgledem okregu wielkiego zawie-
rajacego ten bok, tzn. wzgledem plaszczyzny przechodzacej przez $rodek sfery i zawierajacej
ten okrag wielki.

Rysunek 2.4 ponizej przedstawia przyktad odbiciowego parkietazu sfery, gdzie ptytkami sg
sferyczne trojkaty réwnoramienne. 7 drugiej strony, parkietaz z Rysunku 2.1 nie jest parkieta-
zem odbiciowym. W pracy Rozdziat 3 zostanie poswiecony odbiciowym parkietazom sferycz-
nym n-katami, gdzie n > 4.



Rysunek 2.4: Parkietaz odbiciowy sferyczny sferycznymi tréjkatami réwnoramiennymi.

Definicja 2.9. Parkietaz odbiciowy przestrzeni to parkietaz, ktorego klepki to wieloscia-
ny, w ktérym kazde dwie plytki majace wspolna éciane sg do siebie symetryczne wzgledem
plaszczyzny zawierajacej te sciane.

Oba parkietaze przedstawiona na Rysunku 2.2 sg odbiciowymi parkietazami przestrzeni.
Glownym celem tej pracy jest znalezienie wszystkich odbiciowych parkietazy przestrzeni,
w ktorych ptytki sa ostrostupami n-katnymi dla n > 4.



3 Odbiciowe parkietaze sfery n-katami (n>3)

Celem tego rozdziatu jest klasyfikacja n-katéw sferycznych, gdzie n jest wieksze od trzech,
ktorymi mozna wykona¢ parkietaz odbiciowy sfery. Klasyfikacja ta bedzie wykorzystana w ko-
lejnym rozdziale jako fakt pomocniczy stuzacy znalezieniu wszystkich odbiciowych parkietazy
przestrzeni za pomoca, ostrostupow.

Przypomnijmy czym jest parkietaz sfery :

Parkietaz sfery to pokrycie sfery plytkami scigle do siebie przylegajacymi i niezachodzacymi
na siebie.

Przypomnijmy rowniez, ze klepki odbiciowego parkietazu sferycznego sa wielokatami sfe-
rycznymi. Rozpatrzone zostang n-katy, gdzie n > 4, poniewaz problem odbiciowych tréjkatow
sferycznych zostal przedstawiony w pracy magisterskiej Pauliny Gorskiej [2]. W tym rozdziale
przyjmujemy nastepujacy plan dziatania:

1. Szukamy typow katowych n-katéw bedacych kandydatami na wielokaty sferyczne parkie-
tujace odbiciowo sfere. Pojecie typu katowego opisane jest w Definicji 3.5;

2. Dla kazdego z powyzszych typow katowych pokazujemy, ze ksztalt wielokata nim opisa-
nego jest jednoznaczny.

3. Przeprowadzimy konstrukcje parkietazu odbiciowego sfery wielokatami sferycznymi o
tym typie katowym.

3.1 Uwagi wstepne

Przytoczmy kilka pomocniczych informacji o n-katach sferycznych oraz odbiciowych n-
katach sferycznych.

Na poczatek uzyteczny fakt dotyczacy plytek odbiciowych, ktéry zostal udowodniony w
pracy Patrycji Kumaszki [1].

Fakt 3.1. W parkietazu odbiciowym, w ktérym wystepuje wierzchotek z nieparzystq liczbg pty-
tek, dwusieczna kata ptytki przylegtej do tego wierzchotka jest jej osiq symetrii [1].

W pracy [1] powyzszy fakt zostal udowodniony dla parkietazy plaszczyzny zwyktymi wie-
lokatami euklidesowymi, ale doktadnie ten sam dowod dziala w przypadku parkietazy sfery
wielokatami sferycznymi.

Whniosek 3.2. 7 Faktu 3.1 wynika, ze w szczegolnosci w dowolnej odbiciowej ptytce katy
sasiednie do kata przy wierzchotku o nieparzystej liczbie ptytek musza byé¢ réwne.

Fakt 3.3. Suma miar kgtow wewnetrznych w wielokgcie euklidesowym wynosi (n—2)-7, gdzie
n to 1lo$é kgtow. Na sferze kqty sq o wyzszej wartosci nizeli na plaszczyinie.

Jesli katy wewnetrzne w n-kqcie sferycznym oznaczymy przez «;, i € {1,2,...,n}, wtedy za-
chodzi nieréwno$é:

(n—2)-7<> o (3.1)
1=1

Obserwacja 3.4. Aby wielokgt sferyczny byt odbiciowy, kazdy z jego kqtéw wewnetrznych
must byé postact a; = ]771'; gdzie k; jest liczbg naturalng wiekszqg od 2 opisujacq liczbe ptytek
spotykajgcych siec w tym wierzchotku parkietazu, w ktorym ptytki majg kot .
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Odbiciowos¢ zapewnia, ze przy jednym wierzchotku parkietazu znajduja sie ptytki przyle-
gajace katami o tej samej mierze. Mozemy wykluczyé k; = 1 oraz k; = 2, poniewaz jeden kat
mialtby miare 360°, zas gdy przy jednym wierzchotku parkietazu spotkaja sie dwie ptytki katy
przy nim bytyby miary réwnej m, co jest niemozliwe.

Definicja 3.5. Typ katowy ptytki parkietazu odbiciowego to ciag liczb reprezentujacych

kolejne katy z uwzglednieniem cyklicznego porzadku wystepowania, czyli (k1, ko, ..., ky), gdzie
Koleine kat ) ) 27 2w 2w 27
olejne majg miare —, —, —, ..., —.

Obserwacja 3.6. Jeden typ kqtowy mozna przedstawié na kilka sposobow, w zaleznosci od kgta
od ktorego zaczynamy wymieniac.

Przyklad 3.7. Zacznijmy od narysowania pewnego czworokata euklidesowego:

o 607

Rysunek 3.1

2
Katy zapiszemy w postaci o; = %, gdzie a; to katy tego czworokata, k; to liczba catkowita,

przez ktorg dzielimy miare kata pelnelgo by uzyska¢ oy, za$ i nalezy do zbioru {1, 2, 3,4}. Zaczy-
najac zapis typu katowego tej figury rozpoczynajac od kata ag = 120° otrzymamy (3,6, 3,6),
gdybysmy rozpoczeli od ag otrzymamy (6,3, 6,3). Ostatecznie mamy dwie czworki reprezen-
tujace ten sam czworokat.

Wszystkie rysunki wielokatow sferycznych w dalszej czesci tego rozdzialu sy rysunkami
schematycznymi.

3.2 Ograniczenia na odbiciowe czworokaty sferyczne

Korzystajac z wyzej wymienionych informacji zostana wyliczone i przedstawione typy ka-
towe czworokatoéw, ktore moga tworzyé parkietaz odbiciowy sfery. Rozpocznijmy od wzoru
opisujacego nam zaleznos¢ miedzy suma katéow a katem pelnym, bedacego szczegblnym przy-
padkiem nieréwnosdci z Faktu 3.3 :

21 < o1 + g + a3 + ay (3.2)
gdzie ag, a9, as, oy to miary katéw w czworokacie.

2
Kazdy 7z katoéw moze zostaé¢ przedstawiony jako iloraz %, ki € Z, i € {1,2,3,4}, z Obserwacji
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3.4 . Stad po wstawieniu tych wielkosci do nieréwnosci 3.2 i podzieleniu obu stron przez 2,
otrzymujemy:

4
1 1 1 1 1
l<—+—+—+—=3 = 3.3
“h R Rk &2k 53

Kazde z k; > 3,1 € {1,2,3,4}, Kazdy czworokat bedzie przedstawiany za pomocy czworki
(kla k2> k3a k4)

Dla czterech niewiadomych k; rozpatrujemy pieé¢ mozliwosci :
1. Wszystkie k; réwne;
2. Trzy k; rowne;
3. Dwie pary rownych katow;
4. Para réwna, pozostalte rézne;
5. Wszystkie katy rézne.

Ad 1. Wszystkie k; rowne.
Przyjmijmy, ze k1 = ko = k3 = ky = k, gdzie k > 3. Rozpocznijmy od zastosowania Wzoru 3.3
dla powyzszego zatozenia:

1< ! + ! + ! + !
k- k k Kk
Sumujac prawg strone nieréwnosci otrzymujemy:

1<4 !
=

Podzielmy, wiec obustronnie przez cztery:

e~ =
| =

2
Nier6wnodé ta spetnia jedynie k = 3, stad a1 = as = ag = a4 = T 19200,
Jedyna mozliwo$é na odbiciowy czworokat sferyczny o wszystkich katach réwnych, to czworo-
kat o typie katowym (3,3, 3,3).

Ad 2. Trzy k; réwne
Bez starty ogdlnosci przyjmijmy, ze : k1 = ko = ks = k, kg = [, gdzie k,l > 3 oraz k # I. Po
podstawieniu niewiadomych do nieréwnosci 3.3 otrzymujemy:

1 1
1<3.- —+-. 3.4
z T (3.4)
Rozpatrzymy teraz podprzypadki ze wzgledu na rézne wartosci parametru k.
Niech k£ = 3.
7 nieréwnosci 3.4 wynika, ze dowolne [ > 3 ja spetnia. Z Faktu 3.1, wszystkie mozliwoéci zosta-

ja odrzucone z powodu braku symetrii wzgledem dwoéch dwusiecznych katéw o mierze réwnej

2
g = 120°, bo katy sasiednie do tych katéw maja r6zne miary.

12



Niech k = 4.
Ponizsza réwnoscé:
1 1 1 1
1<3-Z+7, Czylz?>1
pokazuje, ze jedynie [ = 3 spelnia zalozenie.
Stad jedynym mozliwym typem katowym w ramach tego podprzypadku jest (4,4,4,3). Zgod-
nie z Obserwacja 3.6 jest on rownowazny z typem (3,4, 4,4).

Niech k = 5.
Wtedy nieréwnosé 3.4 jest postaci:
1<3 L + !
5 I
Przeksztatcamy aby uzyska¢ informacje o (:
1 1
1-3- - < -
5 1
Po wykonaniu réznicy otrzymujemy:
2 1
— < -,
5 1
czyli
5
< - =25.
2

Whiosek: Nie ma mozliwosci aby [ < 2.5, gdyz jest to sprzeczne z zalozeniem [ > 3. Zatem w
ramach tego podprzypadku nie ma zadnych odbiciowych wielokatéow sferycznych.

Ad 3. Dwie pary réwnych katow.

Przyjmijmy, bez straty ogélnoéci oraz nie biorac na razie pod uwage porzadku wystepowania
katow w czworokacie, ze k1 = ko = k, k4 = ks = [, gdzie k,l > 3, k # [. Podstawiamy
powyzsze zatozenia do nieréwnosci 3.3 i otrzymujemy:

1 2,2 3.5
< + ;- (3.5)
Ponownie zajmiemy sie podprzypadkami ze wzgledu na warto$¢ parametru k:

Niech k = 3.

Nieréwnosé 3.3 przyjmuje postac: 50 o

Stad [ < 6, mamy wiec dwie mozliwosci [ = 4 lub [ = 5. W ten sposob otrzymalidmy cztery
potencjalne czworki na typy katowe: (3,3,4,4), (3,3,5,5), (3,4,3,4) oraz (3,5,3,5). W zwiaz-
ku z Faktem 3.1 oraz biorac pod uwage kolejnoéé¢ wystepowania katéw w wyzej wymienionych
typach katowych, musimy odrzuci¢ pierwsza oraz druga mozliwosé. Jedynymi potencjalnymi
typami katowymi odbiciowego czworokata w ramach tego podprzypadku beda (3,4,3,4) oraz
(3,5,3,5).

Niech £k =4
Jak w powyzszym podprzypadku chcemy dojéé¢ do opisania liczby [. Rozpocznijmy wiec od
przytoczenia nieréwnosci i podstawienia do niej liczby k:

1<2—|—2
4 1

13



2
Po odjeciu obustronnie 7

~| Do

<

=~

2
Podzielmy, wiec przez T Otrzymujemy nieréwnosc:

< 4.
Jedyna mozliwosé to [ = 3, wiec typy katowe sa postaci (4,4, 3,3), (3,4, 3,4). Biorac pod uwage

kolejno$¢ wystepowania katéw oraz symetrie typem katowym przedstawiajacym potencjalny
czworokat sferyczny bedzie (3,4, 3,4).

Niech k£ = 5.
Podstawmy ponownie liczbe 5 w miejscu niewiadomej k:
1< 2 + 2
5 1

Po przeksztalceniach uzyskujemy nier6wnosé opisujaca liczbe I:

10 1
l<—=3-
3 3
Otrzymujemy czworke (5,5,3,3) i po zastosowaniu kolejnosci katow ze wzgledu na symetrie
z Faktu 3.1, mamy typ katowy (5, 3,5, 3), na podstawie Obserwacji 3.6 jest on réwnowazny z
(3,5,3,5). Zostal on pokazany wyzej, wiec jest to powtorzenie.

Niech k£ > 6.
Powréémy do ogdlnej nieréwnodci z niewiadomymi k oraz [, w rozwazanym przez nas przypadku

3:

1< 2 + 2
kol
Staramy sie wyznaczy¢ [ z rownowazne]j nier6wnosci:
2
k < 172.
l
7 zatozenia, ze k > 6 otrzymujemy:
2
6<hk<—75.
1- 2
l
Po przeksztalceniach mamy:
2
6-1— 7 <2
W zwiazku z tym otrzymalismy:
[ <3,

a to nie spelia zalozenia, ze [ > 3. W takim razie nie otrzymujemy juz innych potencjalnych
przykladéw dla dwoch par réwnych katow.

Ad 4. Para katow réwnej miary, pozostate rozne.
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Bez straty ogélnosci oraz nie biorac na razie pod uwage porzadku wystepowania katéw, przyj-
mijmy, ze ki = ko =k, ks =1, ks =m, gdzie k,I,m>3ik#Il, l#m, k#m
Nieréwnos¢ 3.3 przyjmuje postac:

1< 2 + - + = (3.6)

E 1l m '
Rozpatrujemy podprzypadki zaktadajac wartosci liczby k.
Niech k = 3.
2
W zwiazku z Faktem 3.1, dwusieczna kazdego z katéw o mierze lI— by¢ osia symetrii
czworokata. Wszelkie przypadki, gdzie k jest liczba nieparzysta, zostaja odrzucone. Pokazemy
: . o 2m o

teraz dlaczego sie tak dzieje. Katy sasiednie do kata 5 musza byé para katow réownych z
Whiosku 3.2. Reprezentuje to Rysunek 3.2.

Rysunek 3.2

7 Rysunku 3.2 obserwujemy, ze aby dwusieczna katéw zielonych byta osig symetrii to kat
pomaranczowy oraz czerwony musialyby byé takiej samej miary a to jest sprzeczne z [ # m.
Zatem nie ma zadnych potencjalnych czworek z k = 3.

Niech k£ = 4.
Wtedy nieréwnos¢ przedstawia sie nastepujaco:

1<2+1+1
4 I m
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Chcemy dosta¢ warunek na liczbe m, w zwiazku z tym po kilku przeksztatceniach mamy:

21
< 3.7
m<i— (3.7)
i) Niech | = 3 wtedy m < 6, czyli jedyna mozliwoscia jest czworka liczb 4,4, 3, 5. Stosujac Fakt
3.1 ustawiamy te liczby w typ katowy, tak aby kolejno wymieniane katy spelnialy symetrie,
(4,3,4,5). Z Obserwacji 3.6 wiemy, ze dwa typy katowe moga opisywaé jeden czworokat, stad
jest on réownowazny z typem katowym (3,4, 5,4).
i1) Niech [ = 5. Podstawiamy wiec dane do Nieréwnosci 3.7 i otrzymujemy:
10 1
m< — =3-.
3 3
Takze jest tylko jedna mozliwosé (4,4, 5, 3), ktora rownowaznie, korzystajac z Obserwacji 3.6,
zostata pokazana powyzej, wiec otrzymaliémy powtoérzenie.
ii1) A co sie stanie gdy [ > 67 Ponownie przywolujemy Nierownosé 3.7 i korzystajac z zatozenia
otrzymujemy:

m—2 1
2m I
Przeksztalcamy powyzsza nieréwnosé tak, aby uzyskaé¢ warunek na liczbe m gdy [ > 6:
2
6<l< m
m — 2
Stad:
m<3

Otrzymujemy sprzeczng z zalozeniem nieréwnosé. Zatem nie ma potencjalnych typéw kato-
wych, gdy przyjmujemy, ze [ > 6.

Niech k£ = 5. Przy tym zaltozeniu Nieréwnos¢ 3.6 wyglada nastepujaco:
3 1 1

5 1 m

Sprawdzmy r6zne mozliwosci na liczbe [:
i) Niech | = 3. Uzupeliamy powyzsza nierownosé o zatozenie:

3 1 n 1

5 3 m
Po przeksztatceniach otrzymujemy nieréwnosé opisujacg liczbe m:

15 3
< — =3-.
ST

Czyli jedyna mozliwoscig jest m = 3, ale jest to sprzeczne z [ # m. Wnioskujemy stad, ze nie
ma wiecej mozliwodci dla tego podpunktu.

Ad 5. Kazdy z katéw jest innej miary.
k1 # ko, k1 = ks k1 # kq, ko # k3, ko # k4, ks # kq. Nierowno$é 3.3 przyjmuje postac




Bez straty ogélnosci i bez ustalenia kolejnosci wystepowania katéow w czworokacie, zalézmy, ze
k1 =3, ko =4, ks =5, ky = 6. Wtedy:

L1, 1 1 % 15 12 1057

34 5 6 60 60 60 60 60
Otrzymana wartos¢ jest mniejsza niz 1. W takim przypadku odrzucamy mozliwosé, ze wszyst-
kie katy sa réznej miary.

Podsumowanie
Ponizej znajduje sie lista typéw katowych potencjalnych czworokatéw sferycznych:

1. (3,3,3,3) 4. (3,4,5,4)
2. (3,4,3,4) 5. (3,4,4,4)
3. (3,5,3,5)

3.3 Ograniczenia na odbiciowe pieciokaty sferyczne

W tym podrozdziale zajmiemy sie klasyfikacja odbiciowych pieciokatéow sferycznych. Roz-
poczniemy od zapisania nieréwnosci reprezentujacej zalezno$é miedzy miarami katéw w pie-

ciokacie:
5
3m < Z o,
i=1

gdzie aq, a9, a3, ay, a5 to katy w pieciokacie.
Ponownie, jak poprzednio, mozemy zapisa¢ nieréwnosé¢ za pomoca ilorazéw przedstawiajacych

miary katéw:
3 <27T+27T+27T+27T+27T
B R e R R
ki ky ks ks ks

kazde k; odpowiada mierze kata na podstawie Obserwacji 3.4.

Dla pieciu niewiadomych wnioskujemy siedem mozliwosci:
1. Wszystkie k; réwne;
2. Cztery k; réwne;
3. Trzy réowne, pozostata para réwna sobie;
4. Trzy réwne, pozostala para nie jest rowna sobie;
5. Parami réwne;
6. Para réwna, pozostate k; rézne;

7. Wszystkie roézne.
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Ad 1. Wszystkie katy rownej miary.
Przyjmijmy, ze k1 = ko = k3 = k4 = ks = k, gdzie k > 3. Nier6wnosé 3.8 przyjmuje postacé:

2
35—,
k

1
Stad k < 3§. Jedyna mozliwoscig jest £ = 3. Wtedy typem katowym potencjalnego pieciokata
sferycznego jest (3,3,3,3,3).

Ad 2. Cztery katy sa rownej miary, piaty inny.
Bez straty ogélnosci, niech k1 = ko =ks=ky =k, ks =1, gdzie k #1i k,l > 3.
Zatozmy, ze k = 3.

Wszystkie piatki, gdzie k = 3 zostaja odrzucone przez brak symetrii (Fakt 3.1) wzdtuz dwu-
siecznej jednego z katéow o mierze 120°.

Niech k > 4:

8
2
77

k<

Stad chcielibysmy wyliczy¢ warunek na liczbe I:

2
4-<3—l><8

12—8<§

7 nier6wnodci wynika, ze [ < 2, co jest sprzeczne z zalozeniem [ > 3.
W takim razie, sg to wszystkie mozliwosci dla czworki k; o réwnych wartodciach.
Ad 3. Trzy katy rownej miary, para spoza tej trojki réwnej miary.

Przyjmujemy, bez straty ogélnosci, ze k1 = ko = ks = k, kqy = ks = [, gdzie | # k oraz k,[ > 3.
Nierownoé¢ 3.8 dla tego przypadku wyglada nastepujaco:

2 2
3<3-242.2
T

Jak w przypadku powyzej, dla kazdego k bedacego liczbg nieparzysta nie otrzymamy symetrii
27

wzgledem dwusiecznej kata odpowiadajacego mierze %

Niech k > 4 i nie bedzie liczba nieparzysta, wtedy nieréwnosé¢ opisujaca ten przypadek prze-

ksztalca sie w nastepujacy sposéb:
6
4<k< —I
3_ =
l

Wyliczamy warunek na (:

1
6<76.
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4
Stad [ < 26’ co jest sprzeczne z zalozeniem [ > 3.

Ad 4. Trzy katy rownej miary, pozostata para o réznych wartosciach.
Bez straty ogolnosci zaktadamy, 7e k1 = ko = ks = k, kg = I, ks = m, gdzie k # I, k #
m, m#ZLikl,m?>3.

Zgodnie z zatozeniem k > 3, wiec nieréwnos¢ 3.8 przedstawia sie nastepujaco:

6 2 2

3< -4+ -4+ —.
KT m
Po pewnych przeksztatceniach:
6
S92
3_2_=
I m

Skorzystaliémy z k > 3, w nastepnych przeksztatceniach uzyjmy zatozenia [ > 3. Wykluczmy
l = 3 =k, wiec zalozenie przyjmuje, ze [ > 4.
Po przeksztatceniach otrzymalidémy nieréwnoéé :

2
5
1—- =
m

4<I<

Ponownie musi zosta¢ przeksztatcone zatozenie, gdyz m # [, m # k. Sprawdzmy czy m > 5
spetnia ta nieréwnosé:

8
41— <o
m
8

<2—4
=5

Otrzymalismy sprzecznosé. Dazac do najwiekszej wartosci po prawej stronie nier6wnosci po-
czatkowej, wywnioskowaliémy brak rozwiazan.

Rozpatrywanie przypadkéw 5, 6 oraz 7 nie jest konieczne, gdy$ prawa strona nieréwnodci 3.8
bedzie zawsze mniejsza od osigganej wartosci w przypadku 4. Uzyskana sprzecznosé informuje
nas o braku rozwigzan w innych mozliwosciach na piatki prezentujace typ katowy pieciokata
sferycznego.

Podsumowanie
W przypadku pieciokatéw otrzymalidmy jedng mozliwosé typu katowego odbiciowej ptytki
(3,3,3,3,3).

3.4 Ograniczenia na odbiciowe n-katy sferyczne, gdzie n > 6

Szesciokaty sferyczne sa reprezentowane przez szostke (ki, ko, ks, k4, ks, kg). Nierownoscé
przedstawiajaca zalezno$é sumy katow :
4 <27r+27r+27r+27r+27r+27r
T<—+—4+—4+—+—+—.
kl ]CQ k3 k’4 kf5 kG

Po przeksztalceniach:



Najwieksza warto$é¢ prawej strony tej nieréwnosci otrzymamy, gdy wszystkie k; beda réwne 3.

r 1 1 1 1 1 6 1 5

373 333303
Obserwacja 3.8. Otrzymane réwnanie pokazuje nam, zZe nierdwnodé nie zachodzi dla Zadnej
szostki liczb, o zatem nie ma odbiciowych szesciokgtéw sferycanych.
Analogicznie mozna wykazaé, ze n-kqty, gdzie n > 7, nie bedg parkietowaé sfery odbiciowo, co
pozostawiamy czytelnikows.

3.5 Jednoznaczno$é ksztaltu potencjalnych plytek odbiciowych
parkietazy

W tym podrozdziale zajmiemy sie pokazaniem, ze potencjalny odbiciowy n-kat sferyczny
parkietuje sfere w jedyny sposéb. Przyda nam sie do tego kilka faktéw, obserwacji oraz innych
informacji.

Wielokaty o danym rozmieszczeniu katéw moga mieé rézne ksztatty. Jednak jesli taki wielokat
ma by¢ klepka odbiciowego parkietazu, to okazuje sie, ze jego ksztalt jednoznacznie zalezy od
katow.

Przytoczymy kilka faktéw pomocniczych, dzieki ktérym bedzie mozna uzasadnié¢ jednoznacz-
nodé ksztattow.

Fakt 3.9. Jezeli trojkqt sferyczny ma ustalone katy to wtedy ma on jednoznaczny ksztatt. [2]
Jest to znana w geometrii sferycznej cecha przystawania trojkatow kat-kat-kat.

Fakt 3.10. Jezeli czworokqt sferyczny ma wyznaczone katy i ustalona przekgtna jest jego osig
symetrii dzielge go na dwa jednokowe tréjkaty sferyczne, wtedy ksztalt tego czworokgla jest
jednoznaczny.

Dowéd Faktu 3.10.

Trojkaty na ktore przekatna dzieli ten czworokat maja wspolne katy, wiec na podstawie Faktu
3.9 ich ksztalty sa jednoznaczne. Zatem réwniez ksztalt calego czworokata ztozonego z tych
dwoch trojkatow bedzie jednoznaczny.

Fakt 3.11. Jezeli pieciokat sferyczny o wszystkich katach réwnych 120° mozna podzieli¢ na
przystajgce trojhgty wtedy jego ksztalt jest jednoznaczny.

Dowdéd Faktu 3.11 jest analogiczny do dowodu Fakt 3.9, dlatego mozna go pominac.

2
Fakt 3.12. Jezeli jednym z kqgtéw odbiciowego pieciokqla sferycznego jest kgt o mierze g
wtedy boki bedgce ramionami tego kqta sq réwnej miary.

Dowéd Faktu 3.12. 5
Zatozmy, ze jeden kat w odbiciowym pieciokacie sferycznym jest rowny g Na podstawie

Obserwacji 3.4 wiemy, ze katy w odbiciowym pieciokacie sferycznym sa postaci %, gdzie k;

jest liczba naturalng wieksza od 2 opisujaca liczbe plytek spotykajacych sie w wierzchotku
tego kata. W zwiazku z tym i w oparciu o Fakt 3.1, wiemy, ze zachodzi symetria wzgledem
dwusiecznej tego kata. Na podstawie powyzszych informacji mozemy wywnioskowaé, ze boki
bedace ramionami tego kata sa rownej miary.
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Fakt 3.13. Niech pieciokqgt A bedzie odbiciowym pieciokgtem sferycznym, ktdrego wszystkie
katy sq miary ?ﬂ’ wtedy wielokat ten jest wielokgtem foremnym.

Dowdéd Faktu 3.13.

Mozemy powotaé sie na Fakt 3.12. W zwiazku z nim mozemy powiedzie¢, ze przy kazdym

2
wierzchotku odbiciowego pieciokata sferycznego o wszystkich katach miary g boki beda, row-

2
nej dtugosci. W oparciu o Rysunek 3.3, rozwazmy kat L ABC = g, wtedy AB jest rowny

bokowi BC'. Jezeli przejdziemy teraz do kata £BCD, wiemy na podstawie Faktu 3.12; ze
BC = CD. Kontynuujac rozwazanie dojdziemy do konkluzji, ze wszystkie boki sa réwnej
dhugoéci.

Rysunek 3.3

Fakt 3.14. W foremnym pieciokqcie sferycznym, bedgcym ptytkq parkietazu odbiciowego, dwu-
27

sieczne kqgtow postaci 5 przecinajg sie one w jednym punkcie.

Dowéd Faktu 3.14.

Zaréwno katy i boki sa jednakowej dlugosci, wiec jest to wielokat foremny. wtasnosé przeci-
nania sie dwusiecznych w jednym punkcie jest bardzo dobrze znana wlasnoscia wielokatow
sferycznych.

Dowéd jednoznacznosci ksztattu odbiciowych plytek o zadanym typie katowym rozpocz-
niemy od potencjalnych odbiciowych czworokatéw sferycznych.

1. (3,3,3,3)
Na podstawie Faktu 3.1, potencjalny czworokat sferyczny o typie katowym (3, 3, 3, 3) mo-
zemy podzieli¢ na dwa trojkaty przystajace. Niezaleznie ktory kat wybierzemy, mozemy
z niego poprowadzi¢ dwusieczng, ktéra bedzie osia symetrii tego czworokata.
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Rysunek 3.4

2
Powstaly dwa trojkaty o katach miary {g, E, g} Na podstawie Faktu 3.9, trojkaty
te maja jednoznaczny ksztalt. Korzystajac z kolei z Faktu 3.10, potencjalny czworokat
odbiciowy o tym typie katowym bedzie mial jednoznaczny ksztalt.

. (3,4,3,4)
Potencjalny czworokat sferyczny dzielimy, zgodnie z Faktem 3.1, na tr6jkaty przystajace

o katach miary : {g, 3 %} Sytuacje przedstawia Rysunek3.5. Maja one wspolny bok,
2

ten ktory taczy wierzcholki o katach ?ﬂ W zwigzku z tym sa one przystajace, zas

korzystajac z Faktu 3.9 ich ksztalt jest jednoznaczny. Na podstawie Faktu 3.10 mozemy

stwierdzi¢, ze ksztalt potencjalnego odbiciowego czworokata o typie katowym (3,4, 3,4)

bedzie jednoznaczny.

Rysunek 3.5

. (3,5,3,5)
Bazujac na Fakcie 3.1 mozemy dokonaé¢ podziatu tego potencjalnego czworokata sferycz-

T

nego wzdluz dwusiecznej kata o mierze —, co zostato przedstawione na Rysunku 3.6. W

zwigzku z tym otrzymujemy symetrie i podzial na dwa przystajace trojkaty sferyczne o
T2 T

katach {g, —, =} oraz o jednoznacznym ksztaltcie na podstawie Faktu 3.9. Korzystajac

z Faktu 3.10 mozemy stwierdzi¢, ze potencjalny czworokat sferyczny o tak zadanym typie
katowym ma jednoznaczny ksztalt.
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Rysunek 3.6

1. (3,4,5,4)
Potencjalny czworokat sferyczny mozna podzielié, z Faktu 3.1, na dwa przystajace troj-
2
katy (4,6,10) wzgledem dwusiecznej katow %’ co zostato pokazane na Rysunku 3.7.

Wiemy réwniez, ze ksztalt tych tréjkatéw sferycznych jest jednoznaczny bazujac na Fak-
cie 3.9. Mozemy wiec stwierdzi¢, ze ksztalt tego potencjalnego czworokata sferycznego
jest jednoznaczny na podstawie Faktu 3.10.

a

Rysunek 3.7

5. (3,4,4,4)
Ponownie mozna uzyska¢ dwa przystajace trojkaty sferyczne z podziatu potencjalnego
czworokata sferycznego wzdtuz dwusiecznej kata bedacego nieparzystym podziatem kata
pelnego. Jak w poprzednim przypadku skorzystaliémy z Faktu 3.1 i otrzymaliémy dwa
trojkaty przystajace o jednoznacznym ksztalcie z Faktu 3.9. Skorzystajmy z Faktu 3.10
i stwierdzmy, ze ksztalt potencjalnego czworokata sferycznego jest jednoznaczny.

23



Rysunek 3.8

6. (3,3,3,3,3)
Rozpocznijmy od podziatu pieciokata o typie katowym (3,3, 3,3, 3) na trojkaty.
7 kazdego wierzchotka poprowadzona zostanie dwusieczna kata, na podstawie Faktu 3.14
przecinajg sie one w jednym punkcie. Uzyskalismy pie¢ tréjkatow, ktére z Faktu 3.13 sa
trojkatami o dwoch katach miary 60° oraz jednym o mierze 72° . Majg one jednoznaczny
ksztalt na podstawie Faktu 3.9. Zas korzystajac z Faktu 3.11, mozemy stwierdzié, ze ten
pieciokat bedzie mial jednoznaczny ksztalt.

Rysunek 3.9

3.6 Konstrukcja odbiciowych parkietazy sferycznych

Odpowiedzmy sobie na pytania:
Czy odbiciowe parkietaze na sferze o takich n-katach istnieja?

Bryly platonskie.
Bryly platonskie to bryly, ktorych Scianami sg przystajace wielokaty foremne tego samego
rodzaju oraz ich naroza sg jednakowymi katami brytowymi. Mamy pie¢ bryt platoriskich, ktére
ukazane sa na Rysunku 3.11.

24



400

Czworoscian foremny Szeécian O$mioécian foremny

Dwunasto$cian foremny Dwudziesto$cian foremny

Rysunek 3.11

Podczas pozniejszych rozwazan przydatne beda dwa fakty:
Fakt 3.15. Na kazdej z bryt platoniskich mozna opisaé sfere.

Fakt 3.16. Kazde z narozy bryty platoriskiej powstaje ze ztgczenia takiej samej liczby Scian
oraz krawedzi.

Jedna z mozliwosci weryfikacji odpowiedzi na pytanie zadane na pocézatku podrozdziatu,
jest przeprowadzenie rzutéw odsrodkowych bryt platoriskich na sfere opisang na tej bryle.

Definicja 3.17. Rzutem od$rodkowym bryty na sfere opisang na tej bryle nazywamy
przeksztalcenie polegajace na ,wypchnieciu" od érodka bryty jej $cian na powierzchnie tej sfery.
Doktadniej, dla kazdego punktu X na brzegu bryly, jego obrazem jest raki punkt X’ na sferze
opisanej, ktory lezy na przecieciu tej sfery z potprosta OX, gdzie O jest wspolnym srodkiem
bryty i sfery na niej opisanej. Produktem tego przeksztalcenia jest sfera opisana na bryle, ktora
jest podzielona na kawalki odpowiadajace poszczegolnym $cianom bryty. |2]

Zabieg opisany powyzej pozwoli uzyska¢ parkietaz sferyczny - zalezy nam aby byto to
podzielenie na pewng liczbe przystajacych trojkatow, czworokatéw lub pieciokatow. Aby to
uzyskaé, potrzebujemy podzielié¢ éciany bryt platoniskich na trzy rozne sposoby:

1. Bez podziatu - rzut odsrodkowy bryly platonskiej, ktérej $ciany sa czworokatami lub
pieciokatami;

2. Podzial T typu - podzial $ciany bryly platoriskiej na tréjkaty od srodka &cian do ich
wierzchotkéw, a nastepnie zrzutowanie odsrodkowo na sfere i uzyskanie w ten sposéb
czworokatow lub pieciokatow sferycznych;
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3. Podzial II typu - podziat scian bryly platoniskiej tak jak w podziale I typu, nastepnie od
srodka gciany do srodkéw bokéw Scian i bryle z tak podzielonymi écianami rzutujemy na
sfere odsrodkowo.

Rysunek 3.12: Kwadrat bez podziatu, podziat I typu, podziat II typu

Na poczatek zajmijmy sie brytami platoriskimi o czworokatnych lub pieciokatnych $cianach -
szedcian i dwunastoscian foremny.

Szescian rzutowany odsrodkowo na opisang na nim sfere.
Wykonamy rzut odérodkowy $cian bryty na sfere i przyjrzymy sie sladom zostawionym przez
jego krawedzi.

Rysunek 3.13: Szescian, bryta wpisana w sfere, zobrazowanie rzutu odsrodkowego

Uzyskalismy podzial sfery na polaczone ze soba ptytki, ktore sa symetryczne wzgledem
okregu wielkiego przechodzacego przez wspolny bok. Z Fakt 3.16 i Fakt 3.6 wiemy, Ze sa to
przystajace czworokaty foremne. W jednym narozu spotykaja sie trzy kafelki, takze katy tych
wielokatow przyjmuja miare 120°. Zatem jest to parkietaz odbiciowy sfery ptytkami czworo-
katnymi reprezentowanymi przez czworke (3,3, 3, 3).

Otrzymany parkietaz czworokatem o typie katowym (3,3,3,3) jest jedyny, co wynika z
uzasadnionej w Podrozdziale 3.5 jednoznacznodci ksztattu phytki.

Dwunasto$cian foremny rzutowany od$rodkowo na opisana na nim sfere.
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Podobnie jak poprzednio wykonujemy trzy rysunki - bryty, sfery z wpisang bryta oraz obra-
zu rzutu odérodkowego bryty na opisana na niej sfere. W dwunastoscianie foremnym $cianami
sa pieciokaty foremne, przez ten sam argument co w przypadku szescianu, mozemy domy-
sla¢ sie, ze uzyskamy parkietaz odbiciowy sfery pieciokatami reprezentowanymi przez piatke
(3,3,3,3,3). Jest to jedyny przypadek jaki uzyskalisémy podczas klasyfikacji tych wielokatow.

Rysunek 3.14: Dwunastoécian foremny, bryta wpisana w sfere, zobrazowanie rzutu odsrodko-
wego

W kazdym z narozy dwunasto$cianu foremnego spotykaja sie trzy sciany, oddzielone od
siebie trzema krawedziami. Poprzez rzut od$rodkowy $cian bryly na sfere opisana na niej
zauwazamy, ze otrzymane zostalo dwanascie pieciokatéw foremnych. Kazdy obszar na sferze
woko6t kazdego z wierzchotkéw jest podzielony lokalnie na trzy czedci, stad katy w pieciokatach

27
WYnosza 5 Skonstruowany zostal w ten sposéb parkietaz, ktory podejrzewalismy uzyskaé, a

mianowicie parkietaz pieciokatami reprezentowanymi przez piatki (3,3, 3, 3, 3).

Pozostate bryty platoriskie posiadaja tréjkatne $ciany, nie uzyskamy z nich parkietazy bez
wprowadzenia podziatu écian I typu lub II typu.

W powyzszych rozwazaniach uzyskaliSmy parkietaze odbiciowe za pomoca klepek majacych
typy katowe (3,3,3,3) oraz (3,3,3,3,3).

Zastanoéwmy sie czy pozostale czworokaty opisane w Podrozdzialach 3.2 oraz 3.5 parkietu-
ja sfere.

1. (3,4,3,4)
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Rysunek 3.15

Ptytka bedaca trojkatem reprezentowanym przez trojke (6,6,4) parkietuje odbiciowo sfere
w jedyny sposob pokazany wyzej, zas$ kafelek ztozony z dwodch takich trojkatow to czworokat
o typie katowym (3,4, 3,4).
Na rysunkach zostal przedstawiony przyktad czworokata sferycznego. Pomaranczowym kolo-
rem oznaczony zostal odcinek, wzdluz ktorego taczymy tréjkaty, zag kolorem zielonym czwo-
rokat, ktory chcieliSmy uzyskag.

@

Rysunek 3.16

2. (3,5,3,5)

Trojkat uzyskany z podziatu mozemy znalezé na siatce dwunastoscianu foremnego, ktéry zostat

podzielony podzialem I typu. Wynika to stad iz wokot jednego wierzchotka bedacego §rodkiem
2

Sciany spotyka si¢ pie¢ kafelek, takze kat w trojkacie przy tym wierzchotku to £°, za$ przy

wierzchotkach $ciany mamy wierzchotek dla szedciu ptytek, czyli pozostate dwa katy tego trdj-
kata to %’r.

Ptytke czworokatna o typie katowym (3,5,3,5) osiagamy poprzez polaczenie dwoch z wyzej
wymienionych tr6jkatnych kafelek. Przyktad jednej z nich zostal zaznaczony zielonym kolorem
na potowie siatki dwunastoscianu foremnego, pomaranczowym odcinkiem zostalta zaznaczona

krawedz, wzdtuz ktérej nastepuje polaczenie.
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Rysunek 3.17

3. (3,4,5,4)

Ponownie mamy do czynienia z dwunastoscianem foremnym, tym razem zostanie on po-
dzielony podziatem II typu. Wyzej pokazany tréjkat parkietuje odbiciowo sfere w zwiazku z
rzutem odsrodkowym, tak podzielonego dwunasto$cianu foremnego.

Rysunek 3.18

Ptytka trojkatna parkietuje w jedyny sposob sfere, stad oraz z faktu 3.10, kafelka bedaca
czworokatem sferycznym o typie katowym (3,4,5,4), stworzona z dwoch potaczonych jak na
rysunku tréjkatow, rowniez parkietuje odbiciowo sfere i jest to jedyny taki parkietaz.

4. (3,4,4,4)
Trojkat z podziatu czworokata sferycznego jest plytka parkietazu odbiciowego sfery po-
wstatego przez rzut odsrodkowy szescianu, ktérego Sciany zostaly podzielone wedtug podziatu

1I typu. Korzystajac z tego, ze dwie takie plytki tworza nasz czworokat oraz z faktu 3.10,
otrzymalismy jedyny parkietaz czworokatem sferycznym o typie katowym (3,4,4,4)
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Rysunek 3.19

3.7 Klasyfikacja odbiciowych parkietazy sfery n-katami, n>3

W poprzednich podrozdziatach prébowali§my zebra¢ mozliwe n-katy parkietujace odbiciowo
sfere, zas§ w tym podsumujemy ich wyniki. Zacznijmy od zapisania jeszcze raz potencjalnych
typow katowych (k1, ke, ..., k,) przedstawiajacych odbiciowe n-katy sferyczne.

Czworokaty:

1. (3,3,3,3)
2. (3,4,3,4)
3. (3,5,3,5)
4. (3,4,5,4)
5. (3,4,4,4)
Pieciokaty:

1. (3,3,3,3,3)

Teraz przejdzmy do podsumowania poprzedniego podrozdziatu. Aby potwierdzi¢, ze kazda
z wyzej wymienionych czwoérek oraz piatki typu katowego sa reprezentantami odbiciowych n-
katow sferycznych, zapiszemy (k — 1, ks, ..., k,) wraz z metoda konstrukeji ich odbiciowego
parkietazu sfery.

1. (3,3,3,3) - rzutowanie odsrodkowe szescianu bez podziatu;
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3,4,3,4) - rzutowanie odsrodkowe czworoscianu foremnego z podziatem II typu;

- (3,4,3,4)
. (3,5,3,5) - rzutowanie odsrodkowe dwunastogcianu foremnego z podziatem I typu;

4. (3,4,5,4) - rzutowanie odsrodkowe dwunastoscianu foremnego z podziatem II typu;
- (3,4,4,4)

5. (3,4,4,4) - rzutowanie odsrodkowe szescianu z podziatem II typu;

6. (3,3,3,3,3) - rzutowanie odsrodkowe dwunastoscianu foremnego bez podziatu.

Podsumowujac, wszystkie potencjalne n-katy sferyczne parkietuja odbiciowo sfere. W zwigz-
ku z tym powstato twierdzenie:

Twierdzenie 3.18. O odbiciowych n-kqtach sferycznych, n € {4,5}
Odbiciowy parkietaz sferyczny moze zostaé utworzony z czworokgtéw i pieciokgtow o nastepu-
jacych typach kgtowych:

1. (3,3,3,3) 4. (3,4,5,4)
2. (3,4,3,4) 5. (3,4,4,4)
3. (3,5,3,5) 6. (3,3,3,3,3)

3.8 Odbiciowe tréjkaty sferyczne

W tym podrozdziale chcieliby$my przedstawi¢ klasyfikacje typow katowych odbiciowych
trojkatow sferycznych wykonanych przez Pauline Gorska w pracy dyplomowej |2]. Przytoczymy
twierdzenie o odbiciowych trojkatach sferycznych:

Twierdzenie 3.19. O odbiciowych tréjkatach sferycznych
Ponizej znajduje sie kompletna lista typow katowych odbiciowych tréjkgtow sferycznych, dla
ktorych mozna utworzyé odbiciowy parkietaz sferycany:

a) (3.3,3); 9) (160
D) (3,4,4); h) (4,6,8);
) (3,6,6); i) (4,6,10);
d) (3,8,8);

e) (3,10,10); R
f) (4,4,n), n>4; k) (5,6,6).

4 Parkietaze odbiciowe przestrzeni ostroslupami

W poprzednim rozdziale wyznaczyliémy wszystkie odbiciowe wielokaty sferyczne o liczbie
krawedzi wiekszej od trzech bedace ptytkami odbiciowych parkietazy sfery i pokazalismy odbi-
ciowe parkietaze sfery tymi wielokatami. Przy uzyciu tych informacji sklasyfikujemy ostrostupy
euklidesowe, rézne od czworoséciandw, ktore parkietuja odbiciowo przestrzen.
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4.1 Uwagi wstepne

Zacznijmy od nastepujacej obserwacji, ktora jest na tyle jasna, ze jej uzasadnienie pomija-
my.

Obserwacja 4.1. Jesli Q jest dowolnym odbiciowym parkietazem przestrzeni, za$ A jest wierz-
chotkiem klepki P tego parkietazu, to przekrdj matej sfery wokot A z klepkami parkietazu
tworzy na tej sferze odbiciowy parkietaz sferyczny, ktéry oznaczymy przez Q°. Jesli klepka P
ma w wierzchotku A kgt brylowy n-Scienny, to plytkami parkietazu Q° sq n-kaly sferyczne.

Whniosek 4.2. Ostrostupy n-katne dla n > 6 nie moga by¢ klepkami parkietazu odbiciowego
przestrzeni.

Dowéd Wniosku 4.2.

Na podstawie Obserwacji 3.8 nie istnieja n-katy sferyczne, gdzie n > 6, ktére parkietuja sfere.
W zwiazku z tym oraz z Obserwacja 4.1 nie moga istnie¢ odbiciowe ostrostupy n-katne dla
n > 6, poniewaz ostroshup taki posiada w swoim wierzchotku n-§cienny kat brytowy.

Lemat 4.3. Zbior liczb opisujacych kqgty dwuscienne przy wierzchotku A n-$ciennego naroza
klepki parkietazu odbiciowego przestrzeni, musi byé jednym z typow kqtowych odbiciowych n-
katow sferycznych.

Dowéd lematu 4.3

Wielokat sferyczny W, jaki powstaje w przekroju matej sfery o érodku A z n-§ciennym narozem,
ma katy o mierze takiej samej jak miary katéow dwudciennych w tym n-§ciennym narozu.
Poniewaz na podstawie Obserwacji 4.1 wielokat W jest odbiciowym wielokatem sferycznym,
otrzymujemy teze Lematu 4.3

Dowéd lematu 4.3 dla wierzchotkéw w narozu pieciosciennym przebiega analogicznie, wiec po-
zostawiamy go czytelnikowi.

Whioskujac bezposrednio z powyzszych lematow, korzystajac z typow katowych ustalonych dla
odbiciowych tréjkatow, czworokatow i pieciokatéw sferycznych mozemy wyznaczy¢ potencjal-
ne rozmieszczenie katow dwusciennych w odbiciowych ostrostupach euklidesowych o podstawie
czworokata i pieciokata. Nastepnie sprawdzimy czy ostrostupy o takich rozmieszczeniach katow
dwusciennych jestedmy w stanie skonstruowac.

4.2 Ograniczenia na typy katowe ostroslupéw odbiciowych o
podstawie czworokata
W tym podrozdziale znajdziemy typy katowe ostrostupéw odbiciowych o podstawie czwo-

rokata za pomoca jego narozy oraz uzyskanych w Rozdziale 3 wielokatéw sferycznych.

Ptytki parketazu odbiciowego, ktére sa ostrostupami euklidesowymi o podstawie czworokata
2
lub pieciokata, beda miaty katy dwuscienne postaci il gdzie K; > 3dlai € {1,2,...,n}, n €

{8,10}.
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Definicja 4.4. Osemke parametrow K;, gdzie i € {1,2,...,8} w kolejnogci takiej jak na
Rysunku 4.1 bedziemy nazywaé¢ typem katowym ostroslupa czworokatnego

s
—m-
mam ===

-

« -

Rysunek 4.1: Odbiciowy ostrostup euklidesowy o podstawie czworokata wraz z parametrami
K;,i€{1,2,...,8} przypisanymi do krawedzi.
W powyzszym ostrostupie mozemy zauwazy¢ pie¢ narozy sktadajacych sie z krawedzi opi-
sanych przez liczby:
1. Ky, Ko, K3, Ky,
2. K1, K5, Ks,
3. Ko, K5, Kg,
4. K3, K¢, K7,
5. K4, K7, Kg.
Wéréd wymienionych powyzej trojek oraz czworek, na podstawie Lematu 4.3, otrzymalidmy

typy katowe odbiciowych tréjkatéw sferycznych oraz odbiciowych czworokatow sferycznych.

Przypomnijmy liste czworek oraz tréjek z typéw katowych odbiciowych trojkatow i czworoka-
tow sferycznych, ktore zostalty opisane w poprzednim rozdziale.
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Typ katowy tréjkata sferycznego
(3,3,3)
(3,4,4)
(3,6,6)
(3,8,8)

(3,10,10)
(4,4,n), n >4
(4,6,6)
(4,6,8)
(4,6,10)
(5,5,5)
(5,6,6)

el ~
e e e R R R N RO ST B

Tabela 4.1: Tabela zawierajaca typy katowe odbiciowych trojkatow sferycznych.

Typ katowy czworokata sferycznego

h
9‘!‘;9‘7!\’?‘_@

Tabela 4.2: Tabela zawierajaca typy katowe odbiciowych czworokatow sferycznych.

W nastepnych rozwazaniach bedziemy szukali typéw katowych potencjalnych odbiciowych
ostrostup6ow czworokatnych.
Dla usprawnienia poszukiwan musimy przedstawié¢ w inny sposéb dane zawarte w Rysunku 4.1
w nastepujacy sposob:

1. Rysujemy okrag i cztery jego promienie, tak aby podzieli¢ go na réwne czedci;

2. Powstale tuki reprezentuja krawedzie podstawy, za$ promienie to krawedzie boczne ostro-
stupa;

3. Punkty styku promieni z okregiem przedstawiaja wierzchotki podstawy zas érodek okregu
to wierzchotek ostrostupa;

4. Kazdej krawedzi przypisujemy odpowiednie, reprezentujace je Kj;
5. W érodku okregu przyjmujemy, ze znajduje sie¢ naroze z krawedziami Ki, Ko, K3, Ky4.

Sytuacja ta jest przedstawiona na Rysunku 4.2.
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K7

K
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Rysunek 4.2: Ostrostup euklidesowy wraz z oznaczonymi krawedziami oraz jego widok z gory.
Trzeci rysunek obrazuje schemat ostrostupa powstaly przez wykonanie powyzszych krokéw,
gdzie boki zamienione zostaja w czesci okregu. Na niebiesko zostaly oznaczone wierzchotki.

Na poczatku musimy zalozy¢, ze zapis ésemki rozpocznie sie od czworki reprezentujacej
katy dwuscienne przy wierzchotku ostrostupa Ky, Ko, K3, K4. Zas pozostate trojki beda wypi-
sywane wedlug kolejnosci ustalonej na rysunku 4.2. Te pie¢ kombinacji pokrywa sie z typami
katowymi przedstawionymi w Tabli 4.1 oraz Tabeli 4.2. W zwiazku z Lematem 4.3 wszystkie
wymienione K; beda pochodzily z wymienionych na poczatku podrozdziatu list typow kato-
wych trojkatow i czworokatow sferycznych (Tabele 4.1 1 4.2).

Rozpocznijmy wyznaczanie potencjalnych ésemek katéw dwusciennych ostrostupa euklide-

sowego o podstawie czworokata. W kazdym z pieciu przypadkéw rozpoczniemy od ustalenia
czworki katéw przy wierzchotku reprezentowanym przez $rodek okregu.

Ad 1. Pierwszym rozwazanym przypadkiem bedzie ten, gdy K1 = Ko = K3 = K4 i reprezen-
tuja one katy miary 120°, czyli typ katowy czworokata sferycznego (3,3, 3, 3).

K7 Kﬁ

Rysunek 4.3

Trojki reprezentujace pozostate naroza:
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Na podstawie Tabeli 4.1, widzimy, ze jesli w typie katowym odbiciowego trojkata sferycznego
wystepuje parametr 3, to pozostate dwa parametry musza by¢ rowne. Trojki postaci (3, k, 1)
to:
(3,3,3), (3,4,4), (3,6,6), (3,8,8), (3,10,10). Stad k& = 1.
W zwiazku z powyzszym mamy pie¢ mozliwosci:

e (3,3,3,3,3,3,3,3), e (3,3,3,3,8,8,8,8),

e (3,3,3,3,4,4,4,4), e (3,3,3,3,10,10, 10, 10).

* (3,3,3,3,6,6,6,6),

Ad 2. Przejedzmy do rozwazenia przypadku, gdy typ katowy to (3,4,3,4) przy wierzchotku be-
dacym drodkiem okregu.

-
N

[} w
\\h
2 >

K,

Rysunek 4.4

Czworka ta reprezentuje odpowiednio katy 120°,90°,120°, 90°. Zauwazmy, ze muszg zacho-
dzi¢ dwie rownosci Kg = K5 oraz Ky = Kg, pierwsza z nich bedzie rowna pewnej liczbie k
zad druga liczbie . Bez straty ogélnoéci zaktadamy, ze k < [. Mozemy tak zrobi¢, poniewaz
analogiczna bedzie sytuacja dla [ < k, gdy wykonamy symetrie naszego okregu lub obrét o 180

stopni.
I/
4
k

Rysunek 4.5

w w
~
= Eol

Zapiszmy trojki reprezentujace naroza:
a) (3,k,k);
b) (4,k,1);



¢) (3,1,1);
d) (4,1,k).

Spojrzmy na typy katowe trojkatow sferycznych 4.1. W zwiazku z a) oraz ¢) widzimy, ze
liczby k oraz [ naleza do zbioru liczb {3,4,6,8,10}. Rozwazane przypadki beda ze wzgledu na
mozliwe wartodci parametru k.

1. Rozpocznijmy wiec od zalozenia, ze liczba k = 3. Wtedy [ moze przyja¢ wartosci {4, 6,8, 10}.
W zwiazku z trojka b) oraz d) wykluczamy przypadki [ € {6,8,10}. Pozostaje tylko | = 4.
Stad uzyskujemy 6semke (3,4,3,4,3,4,4,3).

2. Zajmijmy sie teraz nastepna liczba ze zbioru - k = 4. Wiemy, ze | > k, wiec | € {4,6,8,10}.
Aby uzyska¢ mozliwosci wykluczenia badz zaakceptowania liczb ze zbioru, musimy sprawdzié¢
jakie trojki wraz z niewiadoma pasuja do trojek z listy 4.1. Spojrzmy na b) (4,4,1). Na pod-
stawie Listy typow katowych trojkata sferycznego 4.1 widzimy, ze [ moze by¢ dowolne, wieksze
badZ réwne 4. Laczymy ta informacje z pierwszym zatozeniem o liczbie [. Uzyskujemy, ze
wszystkie liczby ze zbioru {4, 6, 8,10} moga by¢ liczba [. Otrzymaliémy nastepujace 6semki:

° (3,4,3,4,4,4,4,4); ° (3,4,3,4,4,8,8,4);

b (374737474767674); L4 (3,4,3,4, 4, 10, 10,4)

3. Przyjmijmy, ze k = 6. Zaktadajac to otrzymujemy naroza postaci:

a) (3,6,6);
b) (4,6,10);
c) (3,1,1);
d) (4,1,6).

Patrzac na podpunkty b) oraz ¢) mozemy wywnioskowa¢, ze [ moze przyjaé¢ wartosé 6, 8 lub
10. Wszystkie mozliwosci sa zgodne z podpunktem c¢) z powyzszej listy. W zwiazku z tym
otrzymalismy dwie 6semki:

e (3,4,3,4,6,6,6,6); e (3,4,3,4,6,10,10,6).
® (3,4,3,4,6,8,8,6);

4. Zastan6wmy sie nad mozliwosciami, gdy k£ = 8. Jedyna mozliwoscia na utworzenia naroza
reprezentowanego przez (4, 8,1) jest [ = 6, co jest sprzeczne 7z zatozeniem k < [ i odpowiadatoby
ostrostupowi o 6semce (3,4, 3,4,6,8,8,6), ktory zostalby poddany obrotowi o 180°.

5. Podobng sytuacje otrzymujemy, gdy & = 10. Otrzymujemy jedynie mozliwoéé¢ | = 6 z
naroza (4,10,1). Osemka powstata w ten sposob odpowiada przedstawieniu ostrostupa za po-

moca, (3,4,3,4,6,10,10,6) poddanemu obrotowi o 180°.

Powyzszymi podprzypadkami zakonczyliémy przypadek, gdzie naroze czworoscienne jest re-
prezentowane przez typ katowy (3,4, 3,4). Zbierzmy wiec mozliwosci jakie uzyskalismy:
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3,4,3,4,3,4,4,3);

); 3,4,3,4,4,10,10, 4);
3,4,3,4,4,4,4,4);

)
)

e (3,4,3,4,4,6,6,4); °

3’ 47 37 4’ 6’ 8’ 8’ 6);

[ ] 3 ®

( (
( (3,4,3,4,6,6,6,6);
( (
( (

3,4,3,4,4,8,8,4 3,4,3,4,6,10,10,6)

Ad 3. Kolejnym mozliwym typem katowym przedstawiajacym katy dwuscienne przy
wierzchotku czterosciennym ostrostupa czworokatnego jest czworka (3,5,3,5).

K K¢

Rysunek 4.6

Zapiszmy pozostale naroza tego ostrostupa:

a (3, K5, Kg);

)
b) (57 K57 KG);
c)

(37 K67 K7)7
d) (5, k7, Kg).

W zwiazku z Faktem 4.8 K¢ = Ky = k oraz K5 = Kg = [, gdzie [ oraz k to pewne
liczby catkowite. Z trojek a) oraz c) wiemy, ze k,l € {3,4,6,8,10}. Pozostaja do rozwazenia
podpunkty b) oraz d). W oparciu o liste typow katowych trojkatow sferycznych 4.1 jedyna
mozliwoscia w potaczeniu z powyzsza lista jest [ = kK = 6. W takim razie otrzymujemy 6semke
postaci (3,5,3,5,6,6,6,6).

Ad 4. Zalézmy, ze katy dwuscienne przy wierzchotku ostrostupa czworokatnego sa reprezen-
towane przez nastepujacy typ katowy (3,4,5,4) sferycznego czworokata odbiciowego.

Kg KE
3
4 4
5
K7 Kﬁ
Rysunek 4.7
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Wypiszmy naroza powyzszego ostrostupa:
a‘) (3aK57K8); C) (57K67k7);
b) (4, K5, K); d) (4, K7, Kg).

Z Faktu 4.8 wiemy, ze K5 = Kg = k oraz K¢ = K7 = [. Biorac pod uwage trojke a) mamy,
ze k € {3,4,6,8,10} zas z ¢) | € {5,6}. W tym przypadku rozpatrzmy najpierw mozliwosci
zamiennej [.

k k
3
4 4
5
l l
Rysunek 4.8

Zalozmy, ze | = 5. Podstawiajac pod zmienne w narozach otrzymujemy trojke (4, k,5). Taka
mozliwoé¢ wystepuje w lidcie 4.1, gdzie k = 4. W zwiazku z tym 6semka osiagana przy powyz-
szych zmiennych to (3,4,5,4,4,5,5,4)

Niech [ = 6. Ponownie powolujac sie na naroze b) mamy (4,6, k). Zmienna k moze przyjac
wszystkie wartosci ze zbioru {4, 6,8, 10}, poniewaz mamy nastepujace typy katowe trojkatow
sferycznych: (4,4,6), (4,6,6), (4,6,8), (4,6,10). Korzystajac z tego mamy nastepujace 6semki
na potencjalne ostrostupy euklidesowe o podstawie czworokata:

L4 (354757474757574); L4 (3)4757458565658);
o (3,4,5,4,4,6,6,4); e (3,4,5,4,10,6,6,10).
¢ (3,4,5,4,6,6,6,6);

Ad 5. Ostatnia mozliwos¢ uzyskamy, gdy skorzystamy z typu katowego (3,4,4,4).

Ky K
3
4 4
4
K~ K
Rysunek 4.9
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Zauwazamy, ze w zwiazku z Faktem 4.8 o symetrii w ostrostupie euklidesowym o podsta-
wie czworokata liczby Kg oraz K5 sa rowne oraz Kg ma taks sama warto$c jak Ky . Wiec
zakltadamy, ze Kg = K5 =k, K¢ = Ky =, gdzie k € {3,4,6,8,10}, a [ zalezy od pozostatych
narozy. k nalezy do tego zbioru liczb, poniewaz rozwazamy (Kg,3, K5), a jedyne mozliwosci
trojek reprezentujacych typy katowe trojkata sferycznego zostaly wymienione w przyktadzie
powyzej.

Wtedy pozostate katy dwuscienne sa w narozach reprezentowanych w nastepujacych tréj-
kach liczb:

a) k,4,1;
b 1,4,1;
c) 1,4, k.

Rozpocznijmy od zalozenia, ze liczba k przyjmuje wartosé 3.

Rysunek 4.10

W zwiazku z rysunkiem oraz powyzszym zatozeniem Kg, K7 przyjmuja wartosé réwna 4.
(3,4,4) to trojka reprezentujaca typ katowy trojkata sferycznego, gdzie jeden kat ma miare
90° za$ drugi 120° i zgadza si¢ on z narozami a) oraz c). Nalezy sprawdzi¢ jeszcze podpunkt b).
Czy trojka (4,4,4) reprezentuje typ katowy pewnego trojkata sferycznego? OdpowiedZ brzmi
tak, poniewaz dokladnie taka trojke znajdziemy w liscie 4.1 w podpunkcie f). W zwiazku z
powyzszymi rozwiazaniami otrzymalismy 6semke (3,4,4,4,3,4,4,3).

Nastepng mozliwodcia na liczbe k bedzie k = 4.

K7 Kﬁ

Rysunek 4.11
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Pozostate naroza reprezentuja sie nastepujaco:
a) 4,4, Kg;
b) Kg, 4, K7;

c) Kr,4,4.

Powyzsze naroza generuja kilka mozliwosci. W oparciu o Fakt 4.8, wiemy ze Kg = K7 = .
Wiéréd tréjek reprezentujacych trojkaty sferyczne mamy :

o [ =4

e [ =6.
Uzyskalismy osemki (3,4,4,4,4,4,4,4), (3,4,4,4,4,6,6,4).
Kolejna z opcji jest £ = 6. Tuta] uzyskujemy dwie mozliwosci na pozostate wartosci. Sa to
naroza 6,4,1, 4,6,1 1 [,4,1. Wnioskujac z listy tréjek reprezentujacych typy katowe tréjkatow

sferycznych uzyskujemy | = 4 oraz | = 6. Generuje to 6semki postaci (3,4,4,4,6,4,4,6) i
(3,4,4,4,6,6,6,6).

Spojrzmy teraz na k = 8. Jedyne trojki odpowiadajace zatozeniom sa (4,4, 8), (4,6, 8). W takim
razie [ przyjmuje wartodci 4 lub 6. W zwiazku z tym otrzymalismy nastepujace ésemki reprezen-

tujace ostrostupy euklidesowe o podstawie czworokata: (3,4,4,4,8,4,4,8), (3,4,4,4,8,6,6,8).

Pozostata jedna mozliwosé, gdy & = 10. Wnioskujmy ponownie z rysunku.

10 10

K7 KG
Rysunek 4.12

Widzimy, ze pozostaly nam naroza:
e (10,4,1),

o (1,4,1),

e (1,4,10).

Mozliwosci na powyzsze trojki sa nastepujace (4,6, 10) oraz (4,4, 10). Kiedy | = 4 otrzymuje-
my (4,4,4). Jest to typ katowy trojkata sferycznego takze mozemy przyjac ta wartosé. Druga
mozliwoscia jest [ = 6. Ponownie uzyskujemy prawidtowy typ katowy (4,6,6). W zwiazku z
rozwazaniami mamy 6semki rowne (3,4,4,4,10,4,4,10) i (3,4,4,4,10,6,6, 10).

Podsumujmy przypadek, gdy w $rodku okregu mamy typ katowy (3,4,4,4). Osemki jakie
uzyskaliémy podczas powyzszych zalozen przedstawiaja sie nastepujaco:
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3,4,4,4,3,4,4,3);

; 3,4,4,4,8,4,4,8);

3,4,4,4,4,4,4,4);

37 4? 4’ 4’ 8’ 67 67 8)7

3,4,4,4,10,4,4,10);

(
(
(
(

3,4,4,4,6,4,4,6 3,4,4,4,10,6,6,10).

9

( )
( )
o (3,4,4,4,4,6,6,4);
( )
( )

e (3,4,4,4,6,6,6,6);
Podsumowanie:
Wszystkie mozliwosci zostang zapisane w Tabeli 4.3, w ktérej przedstawione K; odpowiadaja

poszczegblnym potencjalnym ésemkom katéw dwusciennych.

Ky | Ko | K3 | Ky | K5 | Kg | K7 | K3
3 3 3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 4 4 4 4
3 3 3 3 6 6 6 6
3 3 3 3 8 8 8 8
3 3 3 3 10 | 10 | 10 | 10
3 4 3 4 3 4 4 3
3 4 3 4 4 4 4 4
3 4 3 4 4 6 6 4
3 4 3 4 4 8 8 4
3 4 3 4 4 10 | 10 4
3 4 3 4 6 6 6 6
3 4 3 4 6 8 8 6
3 4 3 4 6 10 | 10 6
3 5 3 5 6 6 6 6
3 4 5 4 4 5 5 4
3 4 5 4 4 6 6 4
3 4 5 4 6 6 6 6
3 4 5 4 8 6 6 8
3 4 5 4 10 6 6 10
3 4 4 4 3 4 4 3
3 4 4 4 4 4 4 4
3 4 4 4 4 6 6 4
3 4 4 4 6 4 4 6
3 4 4 4 6 6 6 6
3 4 4 4 8 4 4 8
3 4 4 4 8 6 6 8
3 4 4 4 10 4 4 10
3 4 4 4 10 6 6 10

Tabela 4.3
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4.3 Ograniczenia na typy katowe ostrostupéw odbiciowych o
podstawie pieciokata
W tym podrozdziale bedziemy korzystali z listy typow katowych trojkatéw sferycznych

(Tabela 4.1). Przypomnijmy jednak, ze jedynym katowym dla odbiciowego pieciokata sferycz-
nego jest (3,3,3,3,3).

Przystapmy wiec do wprowadzenia w ostrostupy o podstawie pieciokata. Chcemy uzyskaé dzie-
siatke liczb reprezentujaca typy katowe powyzszych bryt.

Definicja 4.5. Dziesiatke parametrow K;, gdzie i € {1,2,...,10} w kolejnosci takiej jak na
Rysunku 4.13 bedziemy nazywaé typem katowym ostrostupa pieciokatnego.

gi"

&
¥

-

Kr

Rysunek 4.13: Odbiciowy ostrostup euklidesowy o podstawie pieciokata wraz z parametrami
K;,ie€{1,2,...,10} przypisanymi do krawedzi.

Wypiszmy ciagi parametréw wystepujacych przy poszczegdlnych narozach tego ostrostupa:
1. K1, Ko, K3, Ky, K5;
2. Ky, Ko, Kg;
3. Ko, K¢, K7;
4. K3, K7, Kg;
5. K4, Kg, Kg;
6. K5, Ky, Ki9.

Wiemy, ze piatka z naroza 1. odpowiada¢ musi typowi katowemu pieciokata sferycznego
(3,3,3,3,3). W zwiazku z tym pozostaja nam do rozpatrzenia trojki:

a) 3, Ko, Ke;
b) 37 K67 K7;

c) 3, K7, Ks;
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d) 37 ng K9;

e) 3, Ko, Kio.

Powyzsze tréjki musza nalezeé¢ do listy typow katowych tréjkatow sferycznych z Tabeli 4.1.
Skupmy sie zatem na szukaniu mozliwych wartosci parametrow Kg, Kr, ..., K19, ktére odpo-
wiadaja poszczegbdlnym krawedziom przy podstawie w odbiciwym ostrostupie pieciokatnym.
Dane znajdujace sie na Rysunku 4.13 musimy przeksztalci¢ w analogiczny sposéb jak dla
ostrostupa czworokatnego:

1.

2.

3.
4.
5.

Rysujemy okrag i pie¢ jego promieni, dzielac go na réwne kawaltki;

Powstate tuki reprezentuja krawedzie podstawy, zas promienie to krawedzie boczne ostro-
stupa;

Wierzchotki zastapione zostaly punktami, gdzie promien styka sie z okregiem;
Kazdej krawedzi przypisujemy odpowiednie Kj;

W srodku okregu przyjmujemy, ze znajduje sie pieciodcienne naroze z krawedziami K1, Ko, K3, Ky, K5.

Sytuacja ta zostata pokazana na Rysunku 4.14.

. —_—
K ‘\\\Ke
/ N
/
/ N\
/ \
[ . K, 7]
K -
. > |
‘ e
\ K, / /.\\ /
\ Ly \
\ /KN
Ko\ / N\ K7
\ / \
\ /
\\ / \
/ \
/ \
< N

Rysunek 4.14: Ostrostup euklidesowy pieciokatny wraz z oznaczonymi krawedziami oraz jego
widok z géry. Trzeci rysunek obrazuje ostrostup powstaty przez wykonanie powyzszych krokéw.
Na niebiesko zostaly oznaczone wierzchotki.

Wréémy do tego, ze naroze (K1, Ko, K3, K4, K5) przyjmuje jedynie wartos¢ (3,3,3,3,3).
W zwiazku z tym pozostanie nam rozpatrzenie potencjalnych dziesigtek jedynie dla tego przy-
padku, patrz Rysunek 4.15.
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Rysunek 4.15

Przypomnijmy pozostate naroza:
a 3) K107 K67

b 37K67 K7;

)
)
¢) 3, Ky, Ks;
d) 3, Ks, Ko;
e) 3, Ky, K1o.

Powracajac do listy trojek reprezentujacych typy katowe trojkatow sferycznych otrzymujemy,
7e :

a) K¢ = Kio;
b) K¢ = Kr;
c) K7 = Kg;
d) Kg = Ko;
e) K9 = K.

W zwiazku z powyzszym wszystkie K;, i € {1,2,3,...,10} sg rowne pewnej stalej k, ktora
nalezy do zbioru liczb {3,4,6,8,10}.

Wypiszmy wiec wszystkie mozliwodci na dziesigtki reprezentujace typy katowe potencjalnych
ostrostupéw odbiciowych o podstawie pieciokata:

Ky | Ky | Ky | Ky | Ky | Kg | K7 | Kg | Kg | Kyp
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 4 4 4 4 4
3 3 3 3 3 6 6 6 6 6
3 3 3 3 3 8 8 8 8 8
3 3 3 3 3 10 | 10 | 10 | 10 10

Tabela 4.4
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W nastepnym podrozdziale skupimy sie na stwierdzeniu, ktére z tych potencjalnych ése-
mek oraz dziesiatek odpowiadaja katom istniejacych ostrostupéw euklidesowych o podstawach
czworokata lub pieciokata.

4.4 Dalsze wykluczenia oraz konstrukcje potencjalnych ostro-
stupéw odbiciowych oraz ich jednoznaczno$é

W tym podrozdziale chcielibyémy dokonaé¢ weryfikacji istnienia ostrostupéw o zadanych
typach katowych. Bedzie ona przebiegata wedlug nastepujacego planu:

1. Rozciecie ostrostupa na czworoséciany o ustalonych katach dwuéciennych;
2. Weryfikacja istnienia czworos$cianéw za pomoca Lematu 4.7;
3. Konstrukcje ostrostup6éw, w przypadku spetnienia warunku koniecznego z Lematu 4.7.

Do weryfikacji istnienia czworoscianéw skorzystamy z metody wyznacznikowe] przytoczonej
z pracy Pauliny Gorskiej [2], patrz Lemat 4.7. Wszelkie rysunki ostrostupow oraz okregow
reprezentujacych ostrostupy sa rysunkami schematycznymi.

Rozpoczniemy od przygotowan - dwa lematy wprowadzajace i dwa fakty.

Lemat 4.6. Jesli mamy dwa czworoscianyz jednakowymi zestawams miar kgtow dwusciennych,
to te brylty sq¢ do siebie podobne, jeden jest przeskalowanym drugim, lub sq przystajgce.

Dowéd Lematu 4.6.

Korzystamy z Faktu 3.9 o jednoznacznosci ksztattu trojkata sferycznego o zadanych katach.
7 tej jednoznacznodci wynika jednoznaczno$é¢ brylowego kata tréjsciennego o zadanych ka-
tach dwusciennych. To znaczy, ze w kacie tréjsciennym znajac katy dwuscienne mamy zadane
jednoznacznie katy ptaskie. Jesli mamy czworodcian z konkretnymi katami dwusciennymi to
mamy tez jednoznacznie zadane katy ptaskie §cian. Wtedy mamy ksztalt scian. Zadany wyglad
$cian implikuje jednoznacznosé ksztattu catego czworoscianu. Biorac cztery trojkaty stanowia-
ce $ciany, chcemy je utozyé¢ tak, by jedna z nich byta podstawa a pozostalte écianami bocznymi.
Uzyskujemy w ten sposéb czworodcian jednoznaczny.

Przytoczymy lemat, ktory bedzie pomocny przy stwierdzaniu czy dany czworoscian eukli-
desowy istnieje [2] [4] [5].

Lemat 4.7. Niech A bedzie dowolnym czworoscianem. Ponumerujemy jego Sciany liczbami:
1,2,3,4 oraz oznaczmy przez oy miare kgta dwusciennego pomiedzy Scianami i oraz j. Wow-
czas pomiedzy tymi kgtami zachodzi nastepujacy zwigzek:

-1 cos(aqz) cos(agg) cos(ay)
cos(a2) -1 cos(agg) cos(aay)
det =0.
cos(aq3) cos(aws) -1 cos(asyq)
cos(a1q) cos(agq) cos(asg) -1
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Przedstawiona réwnosé z powyzszego Lematu jest warunkiem koniecznym, ale nie jest do-
statecznym na to by katy o;; byly miarami katéw dwusdciennych w czworoscianie. W zwiazku
z tym musimy pokaza¢ konstrukcje kazdego podejrzanego o istnienie ostrostupa.

Pokazmy, ze mozemy dokonaé¢ podziatu kazdego ostrostupa reprezentowanego przez znalezione
6semki oraz drziesiatki na jednakowe czworosciany.

Fakt 4.8. Niech ostrostup ABCDO z Rysunku 4.16 bedzie ostrostupem o podstawie czworo-

katnej oraz klepkqg odbiciowego parkietazu przestrzeni. Zaldzmy, ze kgt dwuScienny przy jednej
2

z krawedzi OC' przy wierzchotku O jest postaci T dla k nieparzystego. Wowczas plaszczy-

zna AOC' jest plaszczyzng symetrii lustrzanej tej bryty. Ponadto dzieli ona ostrostup na dwa
jednakowe czworosciany.

Rysunek 4.16: Odbiciowy ostrostup euklidesowy o podstawie czworokata, ktory przy krawedzi
OC oraz wierzchotku O ma kat dwuscienny bedacy nieparzysta czedcia kata petnego.

Rysunek 4.17

Dowéd Faktu 4.8.
Dowdéd zostanie przedstawiony precyzyjnie dla k = 3.
Kroki jakie zostana wykonane podczas tego dowodu to:

1. Wykonanie operacji odbicia ostrostupa wyjsciowego wzgledem jednej ze $cian;
2. Odbicie obrazu wzgledem jednej z jego §cian;
3. Odbicie trzeciego ostrostupa wzgledem wspélnej ciany z wyjsciowym ostrostupem.

Ostrostup oznaczony jest przez ABCDO.

Chcemy wyparkietowaé przestrzen odbiciowo ostrostupem z Rysunku ??. Liczba opisujaca
krawedz OC jest rowna 3, co oznacza, ze wokdt tej krawedzi musza znalezé sie trzy klepki tego
parkietazu. Odbijemy ostrostup wyjsciowy wzgledem $ciany BCO. Przedstawia ta operacje
Rysunek 4.18.
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Rysunek 4.18

Na rysunku wyzej wymieniona krawedz OC' opisywana przez k = 3 oznaczona jest kolorem
czerwonym. Obrazami przez odbicie wierzchotkéw A i D sy wierzchotki A’ oraz D’ | punkty
C, B oraz O nie ulegaja zmianie. Nastepna operacja bedzie odbicie ostrostupa A’D'CBO
wzgledem $ciany D'OC.

Rysunek 4.19

Widzimy na Rysunku 4.19, ze wierzchotki D', O oraz C nie zmieniaja swojego polozenia.
Zauwazamy, ze wierzchotek B przechodzi na wierzchotek D. Ostatnim krokiem bedzie odbicie
ostrostupa A” D'C' D wzgledem §ciany DCO, operacje ta przedstawia Rysunek 4.20 .
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Rysunek 4.20

Ostatecznie krawedz OB przeszta na krawedz OD, zag OC oraz AO pozostaly bez zmian.
Widzimy, ze po powyzszych przeksztatceniach czworoscian ABCO jest przystajacy do czwo-
roscianu ADCO, wiec nasz osotrostup zostal podzielony na dwa czworosciany przez ptaszczy-

zne AOC. W takim razie plaszczyzna ACO jest plaszczyzna symetrii lustrzanej ostrostupa
ABCDO.

Dla nieparzystych k wiekszych od trzech argumentacja jest analogiczna i zostanie pominieta.
Kazdy dowéd bytby przeprowadzony w doktadnie k& krokach.
Analogiczny fakt mozna stwierdzi¢ dla odbiciowych ostrostupéw pieciokatnych.

Fakt 4.9. Niech ostrostup ABCDEQO z Rysunku 4.21 bedzie ostrostupem o podstawie piecio-
katnej oraz klepkq odbiciowego parkietazu przestrzeni. Punkty F, G, H, I oraz J sq srodkami
krawedzi podstawy. Zatézimy, zZe kgty dwuscienne przy kazdej z krawedzi OA, OB, OD oraz
OF i przy wierzchotku O sq postaci —-, zas kqty dwuscienne pomiedzy podstawq a Scianams

bocznymi sq réwnej miary. Wowczas ptaszezyzny AHO, BIO, CJO, DFO oraz EGO sq ptasz-
czyznami symetriv lustrzaney tej bryly. Ponadto dzielg one ostrostup na dziesieé jednakowych
czworoscianow.
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Rysunek 4.21: Potencjalny odbiciowy ostrostup euklidesowy o podstawie pieciokata, jak w
zalozeniach Faktu 4.9.

Dowéd Faktu 4.9.

Rozpoczniemy od odbicia ostrostupa ABC DFEO wzgledem $ciany ABO, nastepnie wykonamy
odbicie ostrostupa AE1D1C1D wzgledem DOC,. 7 tych operacji otrzymujemy, ze punkt A
przeszed! na C.

Rysunek 4.22

Jezeli wykonamy teraz odbicie ostrostupa CBC1 Dy FEy wzgledem $ciany BOC' otrzymamy
wtedy, ze punkt Fs przechodzi na D, Ds na E oraz Cq na A. Wréciliémy wiec do ostrostupa
ABCDEQO. Ztozenie kolejno trzech powyzszych odbié jest symetria wzgledem plaszczyzny
BOI. Operacja ta przeprowadza ostrostup ABCDEO na siebie, wiec ta plaszczyzna jest osig
symetrii.

Symetrie wzgledem pozostatych ptaszczyzn mozna wykonaé¢ analogicznie i to pozostawiamy
czytelnikowi. Po rozcieciu ostrostupa wzdtuz pieciu takich plaszczyzn symetrii otrzymujemy
jego podzial na dziesieé¢ przystajacych czworodcianow.
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Obserwacja 4.10. Sposrdd znalezionych dsemek lub dziesigtek przedstawiajgcych ostrostupy,
mozemy wykluczyé te, w ktorych wszystkie kgty dwuscienne przy krawedziach podstawy sq¢ wiek-
sze bgdz réwne 90°. Sciany wtedy nie majg mozliwosci przecigé sie w jednym wierzcholtku.

Na poczatek zajmijmy sie potencjalnymi ostroslupami o podstawie czworokata.
Wiemy, ze istnieje w nich symetria z Faktu 4.8. Stad mozemy wnioskowaé, ze kazdy poten-
cjalny odbiciowy ostrostup euklidesowy o podstawie czworokata bedzie sie sktadal z dwoch
przystajacych czworodcianéw. Plaszczyzna symetrii bedzie ptaszczyzna przechodzaca wzdiuz
wysokosci bryly oraz przez dwie z przeciwlegtych krawedzi bocznych. Istotne jest ktore z nich
beda tymi wlasciwymi. Krawedzie o ktérych mowa to te, ktérych przypisane K; jest liczba
nieparzysta.

Whioskujac z powyzszego nie bedzie problemu z podzialem na dwa czworosciany ostrostupéw
reprezentowanych przez potencjalne 6semki wyliczone w poprzednim rozdziale. W kazdej z bryt
znajdziemy krawedz boczna, ktorej przypisany bedzie parametr K; = 3 (patrz Tabela 4.3).

Na podstawie Obserwacji 4.10 mozemy wykluczy¢ szeéé¢ z 6semek wystepujacych w Tabeli
4.3 przedstawiajacej typy katowe potencjalnych odbiciowych ostrostupéw czworokatnych.
Typy katowe, zgodnie z numeracja w Tabeli 4.3, ktére odrzucamy to:

1. (3,3,3,3,3,3,3,3);

2. (3,3,3,3,4,4,4,4);

7

7.

20. (3,4,4,4,3,4,4,3

7

(
(
6. (3,4,3,4,3,4,4,3
(
(
21. (

)
)
)
3,4,3,4,4,4,4,4);
)
)

3,4,4,4,4,4,4,4).

Tabela 4.3 po wykluczeniu szedciu powyzszych przypadkéw to Tabela 4.5.
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Lp. Kl K2 K3 K4 K5 K6 K7 Kg
1. 3 3 3 3 6 6 6 6
2. 3 3 3 3 8 8 8 8
3. 3 3 3 3 |10 | 10 | 10 | 10
4. 3 4 3 4 4 6 6 4
5. 3 4 3 4 4 8 8 4
6. 3 4 3 4 4 |10 |10 | 4
7. 3 4 3 4 6 6 6 6
8. 3 4 3 4 6 8 6
9. 3 4 3 4 6 | 10 | 10 | 6
10. | 3 5 3 5 6 6 6 6
11. | 3 4 ) 4 4 ) 5] 4
12. | 3 4 5 4 4 6 6 4
13. | 3 4 5 4 6 6 6 6
14. | 3 4 ) 4 8 6 6 8
15. | 3 4 5 4 110 | 6 6 | 10
16. | 3 4 4 4 4 6 6 4
17. 1 3 4 4 4 6 4 4 6
18. | 3 4 4 4 6 6 6 6
19. | 3 4 4 4 8 4 4 8
20. | 3 4 4 4 8 6 6 8
21. | 3 4 4 4 |10 | 4 4 | 10
22. 1 3 4 4 4 110 | 6 6 | 10
Tabela 4.5

Zajmijmy sie pozycjami 1,2,3 z Tabeli 4.5. Wszystkie rozpoczynaja sie od czterech trojek
reprezentujacych katy dwuscienne pomiedzy $cianami bocznymi ostrostupa.
Osemki te mozna zapisa¢ jako (3,3,3,3,n,n,n,n), gdzie n € {6,8,10}. Przedstawmy te sytu-
acje na rysunku.

Rysunek 4.23

Korzystajac z Faktu 4.8, podzielimy ten ostrostup na dwa przystajace czworosciany.
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Rysunek 4.24

Na Rysunku 4.24 czerwonym kolorem zostala zaznaczona plaszczyzna podziatu ostrostupa.
Uzyskujemy dwa czworosciany.

Rysunek 4.25

T T 2r ™ 2w 27
Wyznaczamy katy dwuscienne w otrzymanych czworoscianach. Wynosza one { -, —, —, =, — }.

Oznaczymy to skrétowo za pomoca typu katowego. Wypiszmy sz6stke reprezentujaca te czwo-
rosciany (3,6,6,4,n,n). Uzyjemy teraz metody wyznacznikowej 4.7 i wyliczymy dla jakich n
wyznacznik bedzie réwny zeru. Po wpisaniu katéow otrzymujemy:

2

2

2

-1 COS(F) COS(F) cos(z)
2 2
cos(%r) -1 cos(?ﬁ) cos(%)
det
2 2 2
cos(%) cos(?w) -1 cos(%)
2m 2m 2m
il il |
cos( 1 ) cos( ~ ) cos( n )

Przyjmijmy, ze n = 6. Wyznacznik po wyliczeniu przy pomocy kalkulatora WolframAlpha [3]

wynosi T W zwiazku z tym, ta mozliwoséé zostaje odrzucona. Do obliczen przyjmujemy kolejno
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n = 8 i n = 10, otrzymujemy odpowiednio 0 oraz . Oznacza to, ze jedyna mozliwoscia
na istnienie czworoscianu jest szostka (3,6,6,4,8, 8).

Nastepnym krokiem, aby przekonac sie czy ostrostup zadany 6semka (3, 3, 3, 3, 8, 8, 8, 8) rowniez,
istnieje, bedzie jego konstrukcja poprzez odpowiednie umieszczenie go w szescianie. Widzimy, ze
katy dwuscienne pomiedzy $cianami bocznymi a podstawa stanowig potowe kata prostego, wiec
krawedzie podstawy moga pokrywaé sie z krawedziami jednej ze dcian szedcianu. Nawiazujac
do powyzszych informacji, mozemy umiesci¢ ten ostrostup w sze$cianie w nastepujacy sposob,
jak na Rysunku 4.26.

Rysunek 4.26

Whiosek: Potencjalny odbiciowy ostrostup czworokatny o typie katowym (3, 3,3, 3, 3) istnieje
i ma jednoznaczny ksztalt na podstawie Lematu 4.6 oraz z tego, ze jest on zbudowany z dwéch
czworo$cianéw o jednoznacznym ksztalcie.

Nastepng partia ostrostup6w o wspolnej czworce katéw dwusciennych pomiedzy $cianami bocz-
nymi sa pozycje 4,5,6,7,8 oraz 9 z Tabeli 4.5. Sytuacja przedstawiona jest na Rysunku 4.27.

Rysunek 4.27
Mamy dwie niewiadome n € {4,6} oraz k € {6,8,10}. Rozréznimy podprzypadki:
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Ad. a) Rozpocznijmy od sytuacji, gdy n = 4. Przedstawmy to na Rysunku 4.28.

Rysunek 4.28

Ponownie skorzystamy z podzielenia ostrostupa na dwa przystajace czworodciany i wyli-
czymy metoda wyznacznikowsy czy ktéras z mozliwosci dla liczby k bedzie ja spelniata.
Podziatu dokonamy ptaszczyzna przechodzaca przez przekatna podstawy oraz wierzchotek bry-
by.

k

Rysunek 4.29
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Zbhadajmy wiec wyznaczniki dla tych czworodciandw:

2 2 2
1 cos(%) Cos(zﬂ) COS(%)
27 27 27
COS(F) -1 COS(Z) COS(Z)
det
2m 2m 2m
cos(z) COS(Z) -1 COS(?)
2 2 2
COS(%) COS(%) COS(%) -1

Odpowiednio dla kazdego k € {6, 8,10} otrzymujemy nastepujace wartosci wyznacznika det A,
gdzie A to macierz z Lematu 4.7:

k=6 detAzi;

16
k=28 detA—l'

_ =
k=10 detA_L?;\/g.

Whiosek: W zwiazku z powyzszym, zaden z czworodciandéw nie istnieje na podstawie Lematu
4.7 co sprawia, ze ostroshupy z podpunktéow 4,5,6 réwniez nie istnieja.
Ad. b) Przejdzmy do n = 6. Spdjrzmy na Rysunek 4.30.

Rysunek 4.30

Wzorujac sie na poprzednim przypadku dokonujemy podziatu i sprawdzenia czy wyznacznik
dla powstalego czworosdcianu i podstawionej wartosci liczby k wynosi zero.
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Rysunek 4.31

Wymienmy teraz k i wyliczone dla nich wartosci wyznacznikow macierzy, nazwijmy ja A :
k=6 w tym przypadku detA = 0;

1+2V2

k = 8 otrzymujemy warto$¢ detA = BT
145v5
32

7 wartosci wyznacznikéw widzimy, ze nie istnieja czworosciany z k = 8 oraz k = 10, poniewaz
wyznacznik z Lematu 4.7 nie wynosi zero. W zwigzku z tym nie istnieja réwniez ostrostupy
zbudowane z dwdch takich czworoscianéw. Podejrzewamy o istnienie jedynie mozliwosé, gdy
k = 6. Skonstruujmy wiec ostrostup o typie katowym (3,4, 3,4, 6,6, 6,6). Sktada sie on z dwoch
jednoznacznych czworodciandw, wiec jesli istnieje to na podstawie Lematu 4.6 bedzie on miat
ksztalt jednoznaczny.

k = 10 wyznacznik macierzy dla tej wartosci wynosi detA = —

Krawedzie opisane przez liczbe 4 pokrywaja sie z krawedziami podstawy szescianu AOBDEFGH
oraz krawedz goérna szeScianu SRQTOBDA. W narozu AOB spotykaja sie cztery sciany, od-
powiada mu czworka (3,4, 3,4). Pozostate cztery katy dwuscienne wynosza 60°. Czworoscian
ten zaprezentowany jest na Rysunku 4.32.

o7



Rysunek 4.32

Whiosek: Uzyskujemy potencjalny odbiciowy ostrostup ACBIO reprezentowany typem ka-
towym (3,4,3,4,6,6,6,6), co potwierdza istnienie tej bryty.

Zajmijmy sie nastepna pozycja, a mianowicie 10 z Tabeli 4.5, czyli typem katowym (3,5, 3,5,6,6,6,6).
Diagram oraz schematyczny wizerunek ostrostupa o typie katowym przedstawione sa na Ry-

sunku 4.33.

6 6

3 5
5
5 5

3

6 6 6

6

Rysunek 4.33

Pokazmy podziatl na dwa czworosciany na Rysunku 4.34. Korzystajac z Faktu 4.8, podzie-
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lony ostrostup o tym typie na dwa jednakowe czworosciany, co jest przedstawionhe na Rysunku
4.34.

Rysunek 4.34

1+5V5

Wyznacznik z Obserwacji 4.7 dla tak powstalego czworoscianu wynosi — wiec

mozemy odrzucié¢ ten przypadek, gdyz odpowiedni czworoscian oraz ostrostup nie istnieja.
Kolejna seria mozliwodci sa 11,12,13, 14, 15 rozpoczynajace sie na 3,4, 5, 4.

Rysunek 4.35

Mozemy wyrézni¢ dwa podprzypadki:
a) k=75;
b) k=6.

Ad. a) Zatozmy, ze k = 5, wtedy n = 4. Reprezentuje to Rysunek 4.36.
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Rysunek 4.36

Podzielmy teraz powyzszy ostrostup na dwa czworosciany na Rysunku 4.37.

Rysunek 4.37

Wyznacznik z Obserwacji 4.7 liczony dla jednego z czworoécianéw sktadajacych sie na
badany ostrostup wynosi:

27 2 2
-1 COS(E) cos(z) cos(l—O)
2 2 2
) cos(%) -1 cos(zw) cos(zﬂ) 5_ /B
et = .
Caewea R —:Y
cos(~) cos( cos(~
27 27 2
cos(ﬁ) COS(Z) cos(?) -1

Whiosek: Powyzszy przypadek zostaje odrzucony, nie zostatl spelniony warunek konieczny, z
Lematu 4.7, na istnienie czworodcianu, mozemy roéwniez zaprzeczy¢ istnieniu ostrostupa o typie
katowym (3,4,5,4,4,5,5,4).

Ad. b) Dla tej mozliwosci k = 6, zas n € {4,6,8,10}.

Rozpocznijmy od narysowania tego przypadku na Rysunku 4.38.
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Rysunek 4.38

Podzielmy ostrostup znowu, jak w poprzednich przypadkach jna dwa przystajace czworo-
$ciany i dla jednego z nich wyliczmy wyznacznik z Obserwacji 4.7. Ten podzial jest schema-
tycznie przedstawiony na Rysunku 4.39.

Rysunek 4.39

3—2v5
Na poczatku zalézmy, ze n = 4 wtedy wyznacznik osiaga wartosé 16\[

14+ 5v5
Dla n = 6 wyznacznik wynosi —i.

32
24+v24+V54+ /10
16 '

Zas dla n = 10 otrzymujemy —

Dla n = 8 mamy —

5+7V5
32

Whiosek: Zadna z powyzszych mozliwosci nie daje wartosci wyznacznika rownej 0. Czwo-
rosciany powstate przy podstawianiu kolejnych wartoéci n nie istnieja, co zaprzecza rdéwniez
istnieniu ostrostupéw sktadajacych sie z dwoéch takich bryt.

Ostatnia seria mozliwodci sa pozycje 16, 17,18, 19, 20, 21, 22 z Tabeli 4.5, w czworosciennym na-
rozu jest czworka (3,4,4,4), wiec 6semki sa postaci (3,4,4,4,n,k, k,n), gdzie n € {4,6,8,10}
i k€ {4,6}. Ponownie mozemy zastosowa¢ podzial na dwie partie przypadkow:

1. k=4
2. k=6.

Ad. 1. Zatozmy, ze k = 4. Wtedy n moze przyjaé¢ wartosc ze zbioru {6,8,10}.
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Rysunek 4.40

Dokonajmy podziatu bryly na dwa przystajace czworosciany, co wida¢ na Rysunku 4.41.

Rysunek 4.41

Dla n = 8 czworoscian utworzony podczas podziatu spelnia warunek konieczny z Lema-
tu 4.7 na istnienie czworoscianu. Podejrzewamy, ze ostrostup reprezentowany przez dsemke
(3,4,4,4,8,4,4,8) rowniez istnieje.

Skonstruujmy go, aby udowodnié jego istnienie. Rozpoczniemy od konstrukcji potowy ostro-
stupa, a mianowicie od czworoscianu opisanego przez typ katowy (4,4,8,4,6,8). Krawedzie
opisane przez liczbe 8 pokrywaja sie z krawedzig podstawy szescianu AB i krawedzig Sciany
bocznej GC. Przekatna $ciany CBF'G to jedna z krawedzi 4, za§ pozostate dwie krawedzie z
liczba 4 to krawedz podstawy CB zas druga to przekatna podstawy czyli AC. Pozostaly kat
dwuscienny wynosi 60°. Skonstruowany czworoscian reprezentuje Rysunek 4.42.
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8

Rysunek 4.42
Jezeli juz skonstruowalismy potowe ostrostupa (3,4,4,4,8,4,4,8), to jestesmy w stanie

skonstruowaé cata bryte. Aby to wykona¢ musimy odbi¢ czworodcian wzgledem $ciany AOC.
Pokazujemy ten proces i otrzymany ostrostup na Rysunku 4.43.

8

Rysunek 4.43

Aby w pozZniejszym etapie bylo latwiej pokaza¢ parkietaz przestrzeni wlagnie opisanymi

ostrostupami, pomniejszymy ostrostup w skali 3 Co wida¢ na Rysunku 4.44.
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Rysunek 4.44

Whiosek: Na podstawie podziatu ostrostupa na dwa czworosciany o jednoznacznym ksztalcie
oraz pokazanej konstrukcji stwierdzamy istnienie jednoznacznego potencjalnego odbiciowego
ostrostupa czworokatnego o typie katowym (3,4,4,4,8,4,4,8).

Ad. 2. Niech k przyjmie wartosé¢ 6, zas n bedzie jedna z liczb ze zbioru {4,6,8,10}.

Rysunek 4.45

Na Rysunku 4.46 przedstawiony jest podzial ostrostupa z Rysunku 4.45.
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Rysunek 4.46

Na podstawie Lematu 4.7 sprawdzimy czy ktores n spetnia warunek konieczny na istnienie
czworoscianéw bedacych potowa ostrostupa. Oznaczmy macierz z zaleznosci wyznacznikowej
przez A.

k =4 Wyznacznik wynosi detA = 0, 0625.

1+2v2
6

k =8 Wartoé¢ wyznacznika to detA = —0,4375.

k =6 Otrzymalismy wynik detA = —

2+vV2+V5+V10
16 '

k =10 Ostatnia mozliwos¢ daje warto$¢ wyznacznika detA = —

Zadna z powyzszych wartosci macierzy nie wynosi 0, wiec nie zostal spetniony warunek ko-
nieczny na istnienie ktéregokolwiek z czworodciandéw w tych pozycjach z Tabeli 4.5. Implikuje
to brak istnienia ostrostupéw zbudowanych z dwéch takowych czworosciandw.

Zajmiemy sie teraz ostroslupami o podstawie pieciokata.

W Tabeli 4.4 mozliwodci na typy katowe ostrostupa pieciokatnego. W zwiazku z Obserwacja
4.10 mozemy wykluczy¢ pozycje 1 oraz 2 z Tabeli 4.4. Otrzymujemy nowa Tabele 4.6, ktora
reprezentuje potencjalne dziesiatki opisujace ostrostupy o podstawie pieciokata.

Lp. | K1 | Ko | K3 | K4y | K5 | K¢ | K7 | Kg | Ko | Ko
1. 3 3 3 3 3 6 6 6 6 6
2. 3 3 3 3 3 8 8 8 8 8
3. 3 3 3 3 3 10 | 10 | 10 | 10 10

Tabela 4.6

Wszystkie pozycje w Tabeli 4.6 rozpoczynaja sie od piatki (3,3, 3,3, 3). Dziesiatki te mo-
zemy zapisa¢ jako (3,3,3,3,3,n,n,n,n,n), gdzie n € {6,8,10}. Przedstawimy je na Rysunku
4.47
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Rysunek 4.47

Na podstawie Faktu 4.9 mozemy podzieli¢ ten ostrostup na dziesie¢ czworoscianéw o ka-

27 2w 2w 2w 2w m
tach dwusciennych 56 1 210 oraz —. Na Rysunku 4.48 widzimy zarys niebieski
n
ostrostupa opisanego przez (3, 3, 3, 3,3, n,n,n,n,n), zas zielone krawedzie to powstate podczas
podziatu krawedzie czworoscianéw.

Rysunek 4.48

Uzyjemy Lematu 4.7 do sprawdzenia czy z ktéryms$ z wyzej wymienionych n mozemy
odrzucié¢ istnienie czworoscianu. Macierz dla czworo$ciandéw nazwiemy A. Wyznaczmy wiec
wartos¢ wyznacznika A:

17 1 3v5
n =6 wyznacznik wynosi detA = — — V5

23 2v2 32
Vb 5

=8 ot t0s¢ to detA = ~— — —;
n = 8 otrzymana wartos¢ to de 6 16
1

n = 10 warto$¢ wyznacznika wynosi detA = 32 . (9 — 42 — 35 — 4/ 10).

Zaden z wyzej wymienionych czworoscianéw nie spetnia warunku koniecznego na istnienie.
Whiosek: Nie istnieje zaden odbiciowy ostrostup pieciokatny.
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Podsumowanie:
W Tabeli 4.7 znajduja sie jedyne typy katowe potencjalnych odbiciowych ostrostupéw n-
katnych, dla n > 4.

Lp
1.
2
3

wwwN
qu;w@
wk‘kwc‘a
INESEEES
CDOOOON
o | 00| X
o | 00| X
@OOOON

Tabela 4.7

4.5 Parkietaze odbiciowe przestrzeni ostrostupamii dowéd Twier-
dzenia 1.1

W tym podrozdziale chcemy pokaza¢ odbiciowe parkietaze przestrzeni dla trzech ostrostu-
pow, ktore sa jedynymi kandydatami na klepki takich parkietazy (na podstawie rozwazan z
Podrozdziatu 4.4).

1. (3,3,3,3,8,8,8,8)

Rysunek 4.49

Rozwazmy teraz przestrzen podzielong na szeiciany, a nastepnie wyobrazmy sobie, ze
kazdy szedcian zostal podzielony na sze$é¢ ostrostupéw, tak jak na Rysunku 4.49. W
powyzszy sposob zapelniamy przestrzen ostrostupami (3,3, 3, 3,8, 8,8, 8). Nietrudno jest
zauwazyé, ze jest to odbiciowy parkietaz.

2. (3,4,4,4,8,4,4,8)
Rozwazamy parkietaz szedcienny. Bierzemy jedna klepke tego parkietazu i dzielimy ja
jak w podpunkcie 1. Wyobrazmy sobie teraz, ze kazdy uzyskany tak ostrostup dzielimy
na cztery czesci. Podzial jednego z nich zostal zaprezentowany na Rysunku 4.50.
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Rysunek 4.50

W ten sposéb uzyskujemy szescian podzielony na dwadziedcia cztery czedci, przedstawio-
ne na Rysunku 4.51.

Rysunek 4.51

Kazda z tych czedci, przedstawiona na Rysunku 4.52, to ostrostup o typie katowym
(3,4,4,4,8,4,4,8).
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Rysunek 4.52

Odbijajac teraz ptytki parkietazu szesciennego, podzielone na dwadziescia cztery czesci
w wyze] wymieniony sposéb, zapelnimy przestrzenn w odbiciowy sposéb ostrostupami
czworokatnym o typie katowym (3,4,4,4,8,4,4,8).

. (3,4,3,4,6,6,6,6)
Parkietaz przestrzeni ostrostupem o typie katowym (3,4,3,4,6,6,6,6) jest trudniejszy
do wykazania. Musimy ten dowod podzieli¢ na trzy czesci:

1. Podzial szescianu, aby uzyskaé parkietaz szedcianu czworos$cianami o typie katowym
(4,6,6,4,6,6);

2. Laczenie czworoscianéw z sasiednich podzielonych szesciandw, tak aby uzyskaé za-
pelienie przestrzeni ostrostupami o typie katowym (3,4, 3,4,6,6,6,6);

3. Stwierdzenie czy uzyskany w ten sposéb parkietaz jest odbiciowy.

Ad. 1. Rozwazmy ponownie przestrzen podzielong na szesciany. Uzyjemy réwniez podzia-
tu szesciennej ptytki tego parkietazu na szesé jednakowych ostrostupéw jak na Rysunku
4.49. Kazdy z tych szesciu ostrostupéw podzielimy na dwie poltéwki, ale podzial musi
by¢ dokonany w sposob jak na Rysunku 4.53. A mianowicie, podstawa kazdego ostro-
stupa jest potowa $ciany bocznej szescianu uzyskana przez podzialt jedna z przekatnych.
Przekatne $cian bocznych sze$cianu musza by¢ parami potaczone w wierzchotkach bryty.
Nazwijmy szescian podzielony w ten sposob jako "czarny”.
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Rysunek 4.53

Szedcienne plytki sasiednie do szescianu podzielonego w sposob przedstawiony na Ry-
sunku 4.53, zostaja podzielone jak na Rysunku 4.54. Nazwiemy te klepki jako "biate”.

Rysunek 4.54

Podzial pokazany na Rysunku 4.53 jest symetryczny do podziatu z Rysunku 4.54

Ad. 2. Latwo zauwazy¢, ze w sasiadujacych ze sobg szescianach "biatych” i "czarnych”, prze-
katne podstaw beda sie pokrywaly. W zwiazku z sgsiadowaniem ze soba wyzej wymienionych
plytek nastepuje sklejanie parami czworoécianéw z dwédch réznych szescianéw, majacych wspol-
na trojkatna Sciane, bedaca polowka wspoélnej kwadratowej §ciany tych dwoch szedciandow. W
ten sposéb powstanie odbiciowy ostrostup czworokatny o typie katowym (3,4,3,4,6,6,6,6).
Sytuacja ta zostata pokazana na Rysunku 4.32. Niezaleznie od ulozenia tych dwéch szedcianéw,
zawsze zostanie uzyskany ostrostup o typie katowym (3,4,3,4,6,6,6,6).
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Ad. 3. Wyobrazmy sobie przestrzen wypelniona na zmiane "biatymi” i "czarnymi” szescia-
nami. Nastepnie pomyslmy o podzieleniu tych szedcianéw na zmiane, tak aby kazdy "biaty”
szedcian sasiadowal tylko z "czarnymi” sze$cianami. Wiemy, ze miedzy kazdg para stworzony
zostanie ostrostup (3,4,4,4,8,4,4,8) z dwoch sklejonych czworoscianow. Polaczenie nastepuje
w sposob, ktory zostal opisany powyzej. Otrzymany parkietaz jest parkietazem odbiciowym
przestrzeni odbiciowymi ostrostupami czworokatnymi o typie katowym (3,4,3,4,6,6,6,6).

Dowéd Twierdzenia 1.1.

Na podstawie analizy z Podrozdziatu 4.4 istnieja co najwyzej trzy odbiciowe ostrostupy n-katne
dla n > 4.

Na podstawie analizy z Podrozdziatu 4.5 wszystkie trzy ostrostupy rzeczywiscie sa klepkami
odbiciowych parkietazy przestrzeni.

To koriczy dowod Twierdzenia 1.1.
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