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1 Wst¦p

Wytªumaczmy najpierw czym jest parkieta» przestrzeni. Jest to wypeªnienie przestrzeni
bryªami, które ±ci±le do siebie przylegaj¡, ale równie» nie zachodz¡ na siebie. Parkieta» ten
nazywamy odbiciowym, gdy jego pªytki s¡ bryªami wielo±ciennymi oraz gdy, ka»de dwie pªytki
maj¡ce wspóln¡ ±cian¦ s¡ do siebie symetryczne wzgl¦dem pªaszczyzny zawieraj¡cej t¦ ±cian¦.
Praca dotyczy problemu klasy�kacji odbiciowych parkieta»y przestrzeni, to znaczy znalezie-
nia wszystkich wielo±cianów, które s¡ pªytkami takich parkieta»y. Cz¦±ciowe rozwi¡zanie tego
zagadnienia zostaªo przedstawione w pracy magisterskiej Pauliny Górskiej [2], gdzie opisane
zostaªy wszystkie parkieta»e odbiciowe, których pªytkami s¡ czworo±ciany.
W tej pracy znajdziemy i opiszemy wszystkie parkieta»e odbiciowe przestrzeni, których pªytki
s¡ ostrosªupami n-k¡tnymi dla n > 3.
Gªówny wynik pracy mo»na sformuªowa¢ w postaci nast¦puj¡cej.

Twierdzenie 1.1. Istniej¡, z dokªadno±cia do przystawania i ewentualnie przeskalowania, trzy
parkieta»e odbiciowe o pªytkach b¦d¡cych ostrosªupami n-k¡tnymi, dla n > 3. Pªytki tych trzech
parkieta»y s¡ ostrosluipami czworok¡tnymi przedstawionymi na Rysunkach 1.1, 1.2 oraz 1.3.

Ostrosªupy na rysunkach poni»ej zostaªy umieszczone w sze±cianach, aby uªatwi¢ zrozu-
mienie ich wygl¡du i ksztaªtu.

Rysunek 1.1: Pierwszy odbiciowy ostrosªup z Twierdzenia 1.1. Kraw¦dzie podstawy tego ostro-
sªupa pokrywaj¡ si¦ z kraw¦dziami podstawy sze±cianu za± wierzchoªek O jest punktem prze-
ci¦cia przek¡tnych sze±cianu. K¡ty dwu±cienne pomi¦dzy ±cianami bocznymi wynosz¡ 120◦,
za± pomi¦dzy podstaw¡ a ±cianami bocznymi k¡ty dwu±cienne maj¡ miar¦ 45◦.
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Rysunek 1.2: Drugi odbiciowy ostrosªup z Twierdzenia 1.1. Wierzchoªki podstawy M oraz L to
±rodki ±cian sze±cianu odpowiednio ABCD i EFGH. Za± wierzchoªki J oraz K s¡ odpowied-
nio ±rodkami kraw¦dzi FB oraz HD. Wierzchoªkiem ostrosªupa jest punkt I odpowiadaj¡cy
±rodkowi kraw¦dzi AE. K¡ty dwu±cienne pomi¦dzy podstaw¡ a ±cianami bocznymi wynosz¡
60◦, pomi¦dzy ±cianami JIL i IKL jest k¡t dwu±cienny miary 120◦, tak samo jak dla ±cian
IJM oraz IKM . Pomi¦dzy ±cianami IJM i LIJ znajduje si¦ k¡t miary 90◦ i tak samo w
przypadku k¡ta dwu±ciennego mi¦dzy IKL oraz IKM .

Rysunek 1.3: Trzeci odbiciowy ostrosªup z Twierdzenia 1.1. Wierzchoªek G ostrosªupa to te»
wierzchoªek sze±cianu, za± pozostaªe wierzchoªki pokrywaja si¦ z wierzchoªkami podstawy sze-
±cianu. Pomi¦dzy ±cianami DAG oraz ABG jest k¡t dwu±cienny miary 120◦. Pomi¦dzy ±cia-
nami DAG oraz DCG, tak jak pomi¦dzy ABG i BCG k¡t dwu±cienny wynosi 90◦. Pomi¦dzy
podstaw¡ ostrosªupa a ±cianami DCG oraz BCG s¡ k¡ty miary 90◦, zas pomiedzy podstaw¡
a ±cianami ABG oraz DAG s¡ k¡ty dwu±cienne miary 45◦.

Plan i organizacja pracy s¡ nast¦puj¡ce.
W Rozdziale 2 zde�niowane zostan¡ poj¦cia przydatne w dalszych cz¦±ciach pracy.
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WRozdziale 3 omówione zostan¡ pomocnicze rezultaty, wykorzystywane potem w gªównej cz¦-
±ci pracy, dotycz¡ce odbiciowych parkieta»y sfery. Dokªadniej przeprowadzona zostanie peªna
klasy�kacja odbiciowych parkieta»y sferycznych, w których pªytki s¡ n-k¡tami sferycznymi dla
n ≥ 4.
Rozdziaª 4, jak wcze±niej ju» zostaªo wspomniane, b¦dzie gªówn¡ cz¦±ci¡ pracy. Mianowicie b¦-
dzie przeprowadzona klasy�kacja odbiciowych ostrosªupów jako pªytek odbiciowych parkieta»y
przestrzeni.
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2 Parkieta»e

W tym rozdziale przytoczymy niezb¦dne de�nicje dotycz¡ce parkieta»y pªaszczyzny, sfery
i przestrzeni, w tym kluczowego dla pracy poj¦cia parkieta»u odbiciowego przestrzeni.

De�nicja 2.1. Parkieta» pªaszczyzny to pokrycie pªaszczyzny pªytkami/klepkami ±ci±le do
siebie przylegaj¡cymi i niezachodz¡cymi na siebie.

De�nicja 2.2. Pªytka/klepka parkieta»u to pojedynczy element tworz¡cy parkieta».

De�nicja 2.3. Parkieta» wielok¡towy to rodzaj parkieta»u, który powstaje z pªytek wie-
lok¡towych przylegaj¡cych do siebie ±ci±le bokami.

De�nicja 2.4. Wierzchoªek parkieta»u to punkt styku wierzchoªków pªytek wielok¡towych
tworz¡cych dany parkieta».

De�nicja 2.5. Parkieta» sfery to pokrycie sfery pªytkami ±ci±le do siebie przylegaj¡cymi i
niezachodz¡cymi na siebie.

Przykªad parkieta»u sfery przedstawiony zostaª na Rysunku 2.1. Pªytkami tego parkieta»u
s¡ trójk¡ty oraz pi¦ciok¡ty sferyczne.

Rysunek 2.1

De�nicja 2.6. Parkieta» przestrzeni to zapeªnienie przestrzeni bryªami ±ci±le do siebie
przylegaj¡cymi. Bryªy te b¦dziemy nazywa¢ pªytkami parkieta»u przestrzeni. Parkieta» prze-
strzeni nazywamy wielo±ciennym, gdy tworz¡ce go pªytki s¡ wielo±cianami przylegaj¡cymi
do siebie caªymi ±cianami.

Mamy do czynienia z ró»nymi parkieta»ami przestrzeni. Pierwszym nasuwaj¡cym si¦ przy-
kªadem jest parkieta» sze±cianami. Innym przykªadem jest parkieta» graniastosªupami o pod-
stawie sze±ciok¡ta foremnego. Oba te parkieta»e przestrzeni zostaªy zilustrowane na Rysunku
2.2.
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Rysunek 2.2

Zajmijmy si¦ teraz parkieta»ami odbiciowymi.

De�nicja 2.7. Parkieta» odbiciowy pªaszczyzny to parkieta» wielok¡towy, w którym
ka»de dwie pªytki maj¡ce wspólny bok s¡ do siebie symetryczne wzgl¦dem prostej zawieraj¡cej
ten bok.

Jedn¡ pªytk¦ odbijamy wzgl¦dem prostych, które zawieraj¡ jej boki. Powtarzamy proces a»
wypeªnimy caª¡ pªaszczyzn¦. Przykªad parkieta»u odbiciowego pªaszczyzny, w którym pªytki
s¡ prostok¡tami, przedstawiony zostaª na Rysunku 2.3.

Rysunek 2.3

De�nicja 2.8. Parkieta» odbiciowy sfery to parkieta» wielok¡towy sfery, w którym ka»de
dwie pªytki maj¡ce wspólny bok s¡ do siebie symetryczne wzgl¦dem okr¦gu wielkiego zawie-
raj¡cego ten bok, tzn. wzgl¦dem pªaszczyzny przechodz¡cej przez ±rodek sfery i zawieraj¡cej
ten okr¡g wielki.

Rysunek 2.4 poni»ej przedstawia przykªad odbiciowego parkieta»u sfery, gdzie pªytkami s¡
sferyczne trójk¡ty równoramienne. Z drugiej strony, parkieta» z Rysunku 2.1 nie jest parkieta-
»em odbiciowym. W pracy Rozdziaª 3 zostanie po±wi¦cony odbiciowym parkieta»om sferycz-
nym n-k¡tami, gdzie n ≥ 4.
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Rysunek 2.4: Parkieta» odbiciowy sferyczny sferycznymi trójk¡tami równoramiennymi.

De�nicja 2.9. Parkieta» odbiciowy przestrzeni to parkieta», którego klepki to wielo±cia-
ny, w którym ka»de dwie pªytki maj¡ce wspóln¡ ±cian¦ s¡ do siebie symetryczne wzgl¦dem
pªaszczyzny zawieraj¡cej t¦ ±cian¦.

Oba parkieta»e przedstawiona na Rysunku 2.2 s¡ odbiciowymi parkieta»ami przestrzeni.
Gªównym celem tej pracy jest znalezienie wszystkich odbiciowych parkieta»y przestrzeni,

w których pªytki s¡ ostrosªupami n-k¡tnymi dla n ≥ 4.
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3 Odbiciowe parkieta»e sfery n-k¡tami (n>3)

Celem tego rozdziaªu jest klasy�kacja n-k¡tów sferycznych, gdzie n jest wi¦ksze od trzech,
którymi mo»na wykona¢ parkieta» odbiciowy sfery. Klasy�kacja ta b¦dzie wykorzystana w ko-
lejnym rozdziale jako fakt pomocniczy sªu»¡cy znalezieniu wszystkich odbiciowych parkieta»y
przestrzeni za pomoc¡ ostrosªupów.

Przypomnijmy czym jest parkieta» sfery :
Parkieta» sfery to pokrycie sfery pªytkami ±ci±le do siebie przylegaj¡cymi i niezachodz¡cymi
na siebie.

Przypomnijmy równie», »e klepki odbiciowego parkieta»u sferycznego s¡ wielok¡tami sfe-
rycznymi. Rozpatrzone zostan¡ n-k¡ty, gdzie n ≥ 4, poniewa» problem odbiciowych trójk¡tów
sferycznych zostaª przedstawiony w pracy magisterskiej Pauliny Górskiej [2]. W tym rozdziale
przyjmujemy nast¦puj¡cy plan dziaªania:

1. Szukamy typów k¡towych n-k¡tów b¦d¡cych kandydatami na wielok¡ty sferyczne parkie-
tuj¡ce odbiciowo sfer¦. Poj¦cie typu k¡towego opisane jest w De�nicji 3.5;

2. Dla ka»dego z powy»szych typów k¡towych pokazujemy, »e ksztaªt wielok¡ta nim opisa-
nego jest jednoznaczny.

3. Przeprowadzimy konstrukcje parkieta»u odbiciowego sfery wielok¡tami sferycznymi o
tym typie k¡towym.

3.1 Uwagi wst¦pne

Przytoczmy kilka pomocniczych informacji o n-k¡tach sferycznych oraz odbiciowych n-
k¡tach sferycznych.

Na pocz¡tek u»yteczny fakt dotycz¡cy pªytek odbiciowych, który zostaª udowodniony w
pracy Patrycji Kumaszki [1].

Fakt 3.1. W parkieta»u odbiciowym, w którym wyst¦puje wierzchoªek z nieparzyst¡ liczb¡ pªy-
tek, dwusieczna k¡ta pªytki przylegªej do tego wierzchoªka jest jej osi¡ symetrii [1].

W pracy [1] powy»szy fakt zostaª udowodniony dla parkieta»y pªaszczyzny zwykªymi wie-
lok¡tami euklidesowymi, ale dokªadnie ten sam dowód dziaªa w przypadku parkieta»y sfery
wielok¡tami sferycznymi.

Wniosek 3.2. Z Faktu 3.1 wynika, »e w szczególno±ci w dowolnej odbiciowej pªytce k¡ty
s¡siednie do k¡ta przy wierzchoªku o nieparzystej liczbie pªytek musz¡ by¢ równe.

Fakt 3.3. Suma miar k¡tów wewn¦trznych w wielok¡cie euklidesowym wynosi (n−2) ·π, gdzie
n to ilo±¢ k¡tów. Na sferze k¡ty s¡ o wy»szej warto±ci ni»eli na pªaszczy¹nie.
Je±li k¡ty wewn¦trzne w n-k¡cie sferycznym oznaczymy przez αi, i ∈ {1, 2, . . . , n}, wtedy za-
chodzi nierówno±¢:

(n− 2) · π <

n∑
1=1

αi. (3.1)

Obserwacja 3.4. Aby wielok¡t sferyczny byª odbiciowy, ka»dy z jego k¡tów wewn¦trznych

musi by¢ postaci αi =
2π

ki
, gdzie ki jest liczb¡ naturaln¡ wi¦ksz¡ od 2 opisuj¡c¡ liczb¦ pªytek

spotykaj¡cych si¦ w tym wierzchoªku parkieta»u, w którym pªytki maj¡ k¡t αi.
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Odbiciowo±¢ zapewnia, »e przy jednym wierzchoªku parkieta»u znajduj¡ si¦ pªytki przyle-
gaj¡ce k¡tami o tej samej mierze. Mo»emy wykluczy¢ ki = 1 oraz ki = 2, poniewa» jeden k¡t
miaªby miar¦ 360◦, za± gdy przy jednym wierzchoªku parkieta»u spotkaj¡ si¦ dwie pªytki k¡ty
przy nim byªyby miary równej π, co jest niemo»liwe.

De�nicja 3.5. Typ k¡towy pªytki parkieta»u odbiciowego to ci¡g liczb reprezentuj¡cych
kolejne k¡ty z uwzgl¦dnieniem cyklicznego porz¡dku wyst¦powania, czyli (k1, k2, ..., kn), gdzie

kolejne k¡ty maj¡ miar¦
2π

k1
,
2π

k1
,
2π

k2
, . . . ,

2π

kn
.

Obserwacja 3.6. Jeden typ k¡towy mo»na przedstawi¢ na kilka sposobów, w zale»no±ci od k¡ta
od którego zaczynamy wymienia¢.

Przykªad 3.7. Zacznijmy od narysowania pewnego czworok¡ta euklidesowego:

Rysunek 3.1

K¡ty zapiszemy w postaci αi =
2π

ki
, gdzie αi to k¡ty tego czworok¡ta, ki to liczba caªkowita,

przez któr¡ dzielimy miar¦ k¡ta peªnego by uzyska¢ αi, za± i nale»y do zbioru {1, 2, 3, 4}. Zaczy-
naj¡c zapis typu k¡towego tej �gury rozpoczynaj¡c od k¡ta α1 = 120◦ otrzymamy (3, 6, 3, 6),
gdyby±my rozpocz¦li od α2 otrzymamy (6, 3, 6, 3). Ostatecznie mamy dwie czwórki reprezen-
tuj¡ce ten sam czworok¡t.

Wszystkie rysunki wielok¡tów sferycznych w dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu s¡ rysunkami
schematycznymi.

3.2 Ograniczenia na odbiciowe czworok¡ty sferyczne

Korzystaj¡c z wy»ej wymienionych informacji zostan¡ wyliczone i przedstawione typy k¡-
towe czworok¡tów, które mog¡ tworzy¢ parkieta» odbiciowy sfery. Rozpocznijmy od wzoru
opisuj¡cego nam zale»no±¢ mi¦dzy sum¡ k¡tów a k¡tem peªnym, b¦d¡cego szczególnym przy-
padkiem nierówno±ci z Faktu 3.3 :

2π < α1 + α2 + α3 + α4 (3.2)

gdzie α1, α2, α3, α4 to miary k¡tów w czworok¡cie.

Ka»dy z k¡tów mo»e zosta¢ przedstawiony jako iloraz
2π

ki
, ki ∈ Z, i ∈ {1, 2, 3, 4}, z Obserwacji
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3.4 . St¡d po wstawieniu tych wielko±ci do nierówno±ci 3.2 i podzieleniu obu stron przez 2π,
otrzymujemy:

1 <
1

k1
+

1

k2
+

1

k3
+

1

k4
=

4∑
i=1

1

ki
. (3.3)

Ka»de z ki ≥ 3, i ∈ {1, 2, 3, 4}, Ka»dy czworok¡t b¦dzie przedstawiany za pomoc¡ czwórki
(k1, k2, k3, k4).

Dla czterech niewiadomych ki rozpatrujemy pi¦¢ mo»liwo±ci :

1. Wszystkie ki równe;

2. Trzy ki równe;

3. Dwie pary równych k¡tów;

4. Para równa, pozostaªe ró»ne;

5. Wszystkie k¡ty ró»ne.

Ad 1. Wszystkie ki równe.
Przyjmijmy, »e k1 = k2 = k3 = k4 = k, gdzie k ≥ 3. Rozpocznijmy od zastosowania Wzoru 3.3
dla powy»szego zaªo»enia:

1 <
1

k
+

1

k
+

1

k
+

1

k
.

Sumuj¡c praw¡ stron¦ nierówno±ci otrzymujemy:

1 < 4 · 1
k
.

Podzielmy, wi¦c obustronnie przez cztery:

1

4
<

1

k
.

Nierówno±¢ t¡ speªnia jedynie k = 3, st¡d α1 = α2 = α3 = α4 =
2π

3
= 120◦.

Jedyna mo»liwo±¢ na odbiciowy czworok¡t sferyczny o wszystkich k¡tach równych, to czworo-
k¡t o typie k¡towym (3, 3, 3, 3).

Ad 2. Trzy ki równe
Bez starty ogólno±ci przyjmijmy, »e : k1 = k2 = k3 = k, k4 = l, gdzie k, l ≥ 3 oraz k ̸= l. Po
podstawieniu niewiadomych do nierówno±ci 3.3 otrzymujemy:

1 < 3 · 1
k
+

1

l
. (3.4)

Rozpatrzymy teraz podprzypadki ze wzgl¦du na ró»ne warto±ci parametru k.
Niech k = 3.
Z nierówno±ci 3.4 wynika, »e dowolne l > 3 j¡ speªnia. Z Faktu 3.1, wszystkie mo»liwo±ci zosta-
j¡ odrzucone z powodu braku symetrii wzgl¦dem dwóch dwusiecznych k¡tów o mierze równej
2π

3
= 120◦, bo k¡ty s¡siednie do tych k¡tów maj¡ ró»ne miary.
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Niech k = 4.
Poni»sza równo±¢:

1 < 3 · 1
4
+

1

l
, czyli

1

l
>

1

4

pokazuje, »e jedynie l = 3 speªnia zaªo»enie.
St¡d jedynym mo»liwym typem k¡towym w ramach tego podprzypadku jest (4, 4, 4, 3). Zgod-
nie z Obserwacj¡ 3.6 jest on równowa»ny z typem (3, 4, 4, 4).

Niech k = 5.
Wtedy nierówno±¢ 3.4 jest postaci:

1 < 3 · 1
5
+

1

l
.

Przeksztaªcamy aby uzyska¢ informacj¦ o l:

1− 3 · 1
5
<

1

l
.

Po wykonaniu ró»nicy otrzymujemy:
2

5
<

1

l
,

czyli

l <
5

2
= 2.5.

Wniosek: Nie ma mo»liwo±ci aby l < 2.5, gdy» jest to sprzeczne z zaªo»eniem l ≥ 3. Zatem w
ramach tego podprzypadku nie ma »adnych odbiciowych wielok¡tów sferycznych.

Ad 3. Dwie pary równych k¡tów.
Przyjmijmy, bez straty ogólno±ci oraz nie bior¡c na razie pod uwag¦ porz¡dku wyst¦powania
k¡tów w czworok¡cie, »e k1 = k2 = k, k4 = k3 = l, gdzie k, l ≥ 3, k ̸= l. Podstawiamy
powy»sze zaªo»enia do nierówno±ci 3.3 i otrzymujemy:

1 <
2

k
+

2

l
. (3.5)

Ponownie zajmiemy si¦ podprzypadkami ze wzgl¦du na warto±¢ parametru k:
Niech k = 3.
Nierówno±¢ 3.3 przyjmuje posta¢:

1 <
2

3
+

2

l
.

St¡d l < 6, mamy wi¦c dwie mo»liwo±ci l = 4 lub l = 5. W ten sposób otrzymali±my cztery
potencjalne czwórki na typy k¡towe: (3, 3, 4, 4), (3, 3, 5, 5), (3, 4, 3, 4) oraz (3, 5, 3, 5). W zwi¡z-
ku z Faktem 3.1 oraz bior¡c pod uwag¦ kolejno±¢ wyst¦powania k¡tów w wy»ej wymienionych
typach k¡towych, musimy odrzuci¢ pierwsz¡ oraz drug¡ mo»liwo±¢. Jedynymi potencjalnymi
typami k¡towymi odbiciowego czworok¡ta w ramach tego podprzypadku b¦d¡ (3, 4, 3, 4) oraz
(3, 5, 3, 5).

Niech k = 4
Jak w powy»szym podprzypadku chcemy doj±¢ do opisania liczby l. Rozpocznijmy wi¦c od
przytoczenia nierówno±ci i podstawienia do niej liczby k:

1 <
2

4
+

2

l
.
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Po odj¦ciu obustronnie
2

4
:

2

4
<

2

l
.

Podzielmy, wi¦c przez
2

l
. Otrzymujemy nierówno±¢:

l < 4.

Jedyna mo»liwo±¢ to l = 3, wi¦c typy k¡towe s¡ postaci (4, 4, 3, 3), (3, 4, 3, 4). Bior¡c pod uwag¦
kolejno±¢ wyst¦powania k¡tów oraz symetri¦ typem k¡towym przedstawiaj¡cym potencjalny
czworok¡t sferyczny b¦dzie (3, 4, 3, 4).

Niech k = 5.
Podstawmy ponownie liczb¦ 5 w miejscu niewiadomej k:

1 <
2

5
+

2

l
.

Po przeksztaªceniach uzyskujemy nierówno±¢ opisuj¡c¡ liczb¦ l:

l <
10

3
= 3

1

3

Otrzymujemy czwórk¦ (5, 5, 3, 3) i po zastosowaniu kolejno±ci k¡tów ze wzgl¦du na symetri¦
z Faktu 3.1, mamy typ k¡towy (5, 3, 5, 3), na podstawie Obserwacji 3.6 jest on równowa»ny z
(3, 5, 3, 5). Zostaª on pokazany wy»ej, wi¦c jest to powtórzenie.

Niech k ≥ 6.
Powró¢my do ogólnej nierówno±ci z niewiadomymi k oraz l, w rozwa»anym przez nas przypadku
3:

1 <
2

k
+

2

l
.

Staramy si¦ wyznaczy¢ l z równowa»nej nierówno±ci:

k <
2

1− 2

l

.

Z zaªo»enia, »e k ≥ 6 otrzymujemy:

6 ≤ k <
2

1− 2

l

.

Po przeksztaªceniach mamy:

6 · 1− 2

l
< 2.

W zwi¡zku z tym otrzymali±my:
l < 3,

a to nie speªnia zaªo»enia, »e l ≥ 3. W takim razie nie otrzymujemy ju» innych potencjalnych
przykªadów dla dwóch par równych k¡tów.

Ad 4. Para k¡tów równej miary, pozostaªe ró»ne.
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Bez straty ogólno±ci oraz nie bior¡c na razie pod uwag¦ porz¡dku wyst¦powania k¡tów, przyj-
mijmy, »e k1 = k2 = k, k3 = l, k4 = m, gdzie k, l,m ≥ 3 i k ̸= l, l ̸= m, k ̸= m
Nierówno±¢ 3.3 przyjmuje posta¢:

1 <
2

k
+

1

l
+

1

m
. (3.6)

Rozpatrujemy podprzypadki zakªadaj¡c warto±ci liczby k.
Niech k = 3.

W zwi¡zku z Faktem 3.1, dwusieczna ka»dego z k¡tów o mierze
2π

3
musi by¢ osi¡ symetrii

czworok¡ta. Wszelkie przypadki, gdzie k jest liczb¡ nieparzyst¡, zostaj¡ odrzucone. Poka»emy

teraz dlaczego si¦ tak dzieje. K¡ty s¡siednie do k¡ta
2π

3
musz¡ by¢ par¡ k¡tów równych z

Wniosku 3.2. Reprezentuje to Rysunek 3.2.

Rysunek 3.2

Z Rysunku 3.2 obserwujemy, »e aby dwusieczna k¡tów zielonych byªa osi¡ symetrii to k¡t
pomara«czowy oraz czerwony musiaªyby by¢ takiej samej miary a to jest sprzeczne z l ̸= m.
Zatem nie ma »adnych potencjalnych czwórek z k = 3.
Niech k = 4.
Wtedy nierówno±¢ przedstawia si¦ nast¦puj¡co:

1 <
2

4
+

1

l
+

1

m
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Chcemy dosta¢ warunek na liczb¦ m, w zwi¡zku z tym po kilku przeksztaªceniach mamy:

m <
2l

l − 2
(3.7)

i) Niech l = 3 wtedy m < 6, czyli jedyn¡ mo»liwo±ci¡ jest czwórka liczb 4, 4, 3, 5. Stosuj¡c Fakt
3.1 ustawiamy te liczby w typ k¡towy, tak aby kolejno wymieniane k¡ty speªniaªy symetri¦,
(4, 3, 4, 5). Z Obserwacji 3.6 wiemy, »e dwa typy k¡towe mog¡ opisywa¢ jeden czworok¡t, st¡d
jest on równowa»ny z typem k¡towym (3, 4, 5, 4).
ii) Niech l = 5. Podstawiamy wi¦c dane do Nierówno±ci 3.7 i otrzymujemy:

m <
10

3
= 3

1

3
.

Tak»e jest tylko jedna mo»liwo±¢ (4, 4, 5, 3), która równowa»nie, korzystaj¡c z Obserwacji 3.6,
zostaªa pokazana powy»ej, wi¦c otrzymali±my powtórzenie.
iii) A co si¦ stanie gdy l ≥ 6? Ponownie przywoªujemy Nierówno±¢ 3.7 i korzystaj¡c z zaªo»enia
otrzymujemy:

m− 2

2m
<

1

l
.

Przeksztaªcamy powy»sz¡ nierówno±¢ tak, aby uzyska¢ warunek na liczb¦ m gdy l > 6:

6 ≤ l <
2m

m− 2
.

St¡d:
m < 3

Otrzymujemy sprzeczn¡ z zaªo»eniem nierówno±¢. Zatem nie ma potencjalnych typów k¡to-
wych, gdy przyjmujemy, »e l > 6.

Niech k = 5. Przy tym zaªo»eniu Nierówno±¢ 3.6 wygl¡da nast¦puj¡co:

3

5
<

1

l
+

1

m
.

Sprawd¹my ró»ne mo»liwo±ci na liczb¦ l:
i) Niech l = 3. Uzupeªniamy powy»sz¡ nierówno±¢ o zaªo»enie:

3

5
<

1

3
+

1

m
.

Po przeksztaªceniach otrzymujemy nierówno±¢ opisuj¡c¡ liczb¦ m:

m <
15

4
= 3

3

4
.

Czyli jedyn¡ mo»liwo±ci¡ jest m = 3, ale jest to sprzeczne z l ̸= m. Wnioskujemy st¡d, »e nie
ma wi¦cej mo»liwo±ci dla tego podpunktu.

Ad 5. Ka»dy z k¡tów jest innej miary.
k1 ̸= k2, k1 = k3 k1 ̸= k4, k2 ̸= k3, k2 ̸= k4, k3 ̸= k4. Nierówno±¢ 3.3 przyjmuje posta¢

1 <
1

k1
+

1

k2
+

1

k3
+

1

k4
.
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Bez straty ogólno±ci i bez ustalenia kolejno±ci wyst¦powania k¡tów w czworok¡cie, zaªó»my, »e
k1 = 3, k2 = 4, k3 = 5, k4 = 6. Wtedy:

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
=

20

60
+

15

60
+

12

60
+

10

60
=

57

60
.

Otrzymana warto±¢ jest mniejsza ni» 1. W takim przypadku odrzucamy mo»liwo±¢, »e wszyst-
kie k¡ty s¡ ró»nej miary.

Podsumowanie
Poni»ej znajduje si¦ lista typów k¡towych potencjalnych czworok¡tów sferycznych:

1. (3, 3, 3, 3)

2. (3, 4, 3, 4)

3. (3, 5, 3, 5)

4. (3, 4, 5, 4)

5. (3, 4, 4, 4)

3.3 Ograniczenia na odbiciowe pi¦ciok¡ty sferyczne

W tym podrozdziale zajmiemy si¦ klasy�kacj¡ odbiciowych pi¦ciok¡tów sferycznych. Roz-
poczniemy od zapisania nierówno±ci reprezentuj¡cej zale»no±¢ mi¦dzy miarami k¡tów w pi¦-
ciok¡cie:

3π <
5∑

i=1

αi,

gdzie α1, α2, α3, α4, α5 to k¡ty w pi¦ciok¡cie.
Ponownie, jak poprzednio, mo»emy zapisa¢ nierówno±¢ za pomoc¡ ilorazów przedstawiaj¡cych
miary k¡tów:

3π <
2π

k1
+

2π

k2
+

2π

k3
+

2π

k4
+

2π

k5

3 <
2

k1
+

2

k2
+

2

k3
+

2

k4
+

2

k5
(3.8)

ka»de ki odpowiada mierze k¡ta na podstawie Obserwacji 3.4.

Dla pi¦ciu niewiadomych wnioskujemy siedem mo»liwo±ci:

1. Wszystkie ki równe;

2. Cztery ki równe;

3. Trzy równe, pozostaªa para równa sobie;

4. Trzy równe, pozostaªa para nie jest równa sobie;

5. Parami równe;

6. Para równa, pozostaªe ki ró»ne;

7. Wszystkie ró»ne.
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Ad 1. Wszystkie k¡ty równej miary.
Przyjmijmy, »e k1 = k2 = k3 = k4 = k5 = k, gdzie k ≥ 3. Nierówno±¢ 3.8 przyjmuje posta¢:

3 < 5 · 2
k
.

St¡d k < 3
1

3
. Jedyn¡ mo»liwo±ci¡ jest k = 3. Wtedy typem k¡towym potencjalnego pi¦ciok¡ta

sferycznego jest (3, 3, 3, 3, 3).

Ad 2. Cztery k¡ty s¡ równej miary, pi¡ty inny.
Bez straty ogólno±ci, niech k1 = k2 = k3 = k4 = k, k5 = l, gdzie k ̸= l i k, l ≥ 3.
Zaªó»my, »e k = 3.

Wszystkie pi¡tki, gdzie k = 3 zostaj¡ odrzucone przez brak symetrii (Fakt 3.1) wzdªu» dwu-
siecznej jednego z k¡tów o mierze 120◦.

Niech k ≥ 4:

k <
8

3− 2

l

St¡d chcieliby±my wyliczy¢ warunek na liczb¦ l:

4 ·
(
3− 2

l

)
< 8

12− 8 <
8

l

Z nierówno±ci wynika, »e l < 2, co jest sprzeczne z zaªo»eniem l ≥ 3.

W takim razie, s¡ to wszystkie mo»liwo±ci dla czwórki ki o równych warto±ciach.

Ad 3. Trzy k¡ty równej miary, para spoza tej trójki równej miary.
Przyjmujemy, bez straty ogólno±ci, »e k1 = k2 = k3 = k, k4 = k5 = l, gdzie l ̸= k oraz k, l ≥ 3.
Nierówno±¢ 3.8 dla tego przypadku wygl¡da nast¦puj¡co:

3 < 3 · 2
k
+ 2 · 2

l

Jak w przypadku powy»ej, dla ka»dego k b¦d¡cego liczb¡ nieparzyst¡ nie otrzymamy symetrii

wzgl¦dem dwusiecznej k¡ta odpowiadaj¡cego mierze
2π

k
.

Niech k ≥ 4 i nie b¦dzie liczb¡ nieparzyst¡, wtedy nierówno±¢ opisuj¡ca ten przypadek prze-
ksztaªca si¦ w nast¦puj¡cy sposób:

4 ≤ k <
6

3− 4

l

.

Wyliczamy warunek na l:

6 <
16

l
.
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St¡d l < 2
4

6
, co jest sprzeczne z zaªo»eniem l ≥ 3.

Ad 4. Trzy k¡ty równej miary, pozostaªa para o ró»nych warto±ciach.
Bez straty ogólno±ci zakªadamy, »e k1 = k2 = k3 = k, k4 = l, k5 = m, gdzie k ̸= l, k ̸=
m, m ̸= l i k, l,m ≥ 3.

Zgodnie z zaªo»eniem k ≥ 3, wi¦c nierówno±¢ 3.8 przedstawia si¦ nast¦puj¡co:

3 <
6

k
+

2

l
+

2

m
.

Po pewnych przeksztaªceniach:

3 <
6

3− 2

l
− 2

m

.

Skorzystali±my z k ≥ 3, w nast¦pnych przeksztaªceniach u»yjmy zaªo»enia l ≥ 3. Wykluczmy
l = 3 = k, wi¦c zaªo»enie przyjmuje, »e l ≥ 4.
Po przeksztaªceniach otrzymali±my nierówno±¢ :

4 ≤ l <
2

1− 2

m

.

Ponownie musi zosta¢ przeksztaªcone zaªo»enie, gdy» m ̸= l, m ̸= k. Sprawd¹my czy m ≥ 5
speªnia t¡ nierówno±¢:

4− 8

m
< 2,

m <
8

2
= 4.

Otrzymali±my sprzeczno±¢. D¡»¡c do najwi¦kszej warto±ci po prawej stronie nierówno±ci po-
cz¡tkowej, wywnioskowali±my brak rozwi¡za«.

Rozpatrywanie przypadków 5, 6 oraz 7 nie jest konieczne, gdy± prawa strona nierówno±ci 3.8
b¦dzie zawsze mniejsza od osi¡ganej warto±ci w przypadku 4. Uzyskana sprzeczno±¢ informuje
nas o braku rozwi¡za« w innych mo»liwo±ciach na pi¡tki prezentuj¡ce typ k¡towy pi¦ciok¡ta
sferycznego.

Podsumowanie
W przypadku pi¦ciok¡tów otrzymali±my jedn¡ mo»liwo±¢ typu k¡towego odbiciowej pªytki
(3, 3, 3, 3, 3).

3.4 Ograniczenia na odbiciowe n-k¡ty sferyczne, gdzie n ≥ 6

Sze±ciok¡ty sferyczne s¡ reprezentowane przez szóstk¦ (k1, k2, k3, k4, k5, k6). Nierówno±¢
przedstawiaj¡ca zale»no±¢ sumy k¡tów :

4π <
2π

k1
+

2π

k2
+

2π

k3
+

2π

k4
+

2π

k5
+

2π

k6
.

Po przeksztaªceniach:

2 <
1

k1
+

1

k2
+

1

k3
+

1

k4
+

1

k5
+

1

k6
.
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Najwi¦ksz¡ warto±¢ prawej strony tej nierówno±ci otrzymamy, gdy wszystkie ki b¦d¡ równe 3.

1

3
+

1

3
+

1

3
+

1

3
+

1

3
+

1

3
= 6 · 1

3
= 2.

Obserwacja 3.8. Otrzymane równanie pokazuje nam, »e nierówno±¢ nie zachodzi dla »adnej
szóstki liczb, a zatem nie ma odbiciowych sze±ciok¡tów sferycznych.
Analogicznie mo»na wykaza¢, »e n-k¡ty, gdzie n ≥ 7, nie b¦d¡ parkietowa¢ sfery odbiciowo, co
pozostawiamy czytelnikowi.

3.5 Jednoznaczno±¢ ksztaªtu potencjalnych pªytek odbiciowych

parkieta»y

W tym podrozdziale zajmiemy si¦ pokazaniem, »e potencjalny odbiciowy n-k¡t sferyczny
parkietuje sfer¦ w jedyny sposób. Przyda nam si¦ do tego kilka faktów, obserwacji oraz innych
informacji.
Wielok¡ty o danym rozmieszczeniu k¡tów mog¡ mie¢ ró»ne ksztaªty. Jednak je±li taki wielok¡t
ma by¢ klepk¡ odbiciowego parkieta»u, to okazuje si¦, »e jego ksztaªt jednoznacznie zale»y od
k¡tów.
Przytoczymy kilka faktów pomocniczych, dzi¦ki którym b¦dzie mo»na uzasadni¢ jednoznacz-
no±¢ ksztaªtów.

Fakt 3.9. Je»eli trójk¡t sferyczny ma ustalone k¡ty to wtedy ma on jednoznaczny ksztaªt. [2]

Jest to znana w geometrii sferycznej cecha przystawania trójk¡tów k¡t-k¡t-k¡t.

Fakt 3.10. Je»eli czworok¡t sferyczny ma wyznaczone k¡ty i ustalona przek¡tna jest jego osi¡
symetrii dziel¡c go na dwa jednakowe trójk¡ty sferyczne, wtedy ksztaªt tego czworok¡ta jest
jednoznaczny.

Dowód Faktu 3.10.
Trójk¡ty na które przek¡tna dzieli ten czworok¡t maj¡ wspólne k¡ty, wi¦c na podstawie Faktu
3.9 ich ksztaªty s¡ jednoznaczne. Zatem równie» ksztaªt caªego czworok¡ta zªo»onego z tych
dwóch trójk¡tów b¦dzie jednoznaczny.

Fakt 3.11. Je»eli pi¦ciok¡t sferyczny o wszystkich k¡tach równych 120◦ mo»na podzieli¢ na
przystaj¡ce trójk¡ty wtedy jego ksztaªt jest jednoznaczny.

Dowód Faktu 3.11 jest analogiczny do dowodu Fakt 3.9, dlatego mo»na go pomin¡¢.

Fakt 3.12. Je»eli jednym z k¡tów odbiciowego pi¦ciok¡ta sferycznego jest k¡t o mierze
2π

3
wtedy boki b¦d¡ce ramionami tego k¡ta s¡ równej miary.

Dowód Faktu 3.12.

Zaªó»my, »e jeden k¡t w odbiciowym pi¦ciok¡cie sferycznym jest równy
2π

3
. Na podstawie

Obserwacji 3.4 wiemy, »e k¡ty w odbiciowym pi¦ciok¡cie sferycznym s¡ postaci
2π

ki
, gdzie ki

jest liczb¡ naturaln¡ wi¦ksz¡ od 2 opisuj¡c¡ liczb¦ pªytek spotykaj¡cych si¦ w wierzchoªku
tego k¡ta. W zwi¡zku z tym i w oparciu o Fakt 3.1, wiemy, »e zachodzi symetria wzgl¦dem
dwusiecznej tego k¡ta. Na podstawie powy»szych informacji mo»emy wywnioskowa¢, »e boki
b¦d¡ce ramionami tego k¡ta s¡ równej miary.
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■

Fakt 3.13. Niech pi¦ciok¡t ∆ b¦dzie odbiciowym pi¦ciok¡tem sferycznym, którego wszystkie

k¡ty s¡ miary
2π

3
, wtedy wielok¡t ten jest wielok¡tem foremnym.

Dowód Faktu 3.13.
Mo»emy powoªa¢ si¦ na Fakt 3.12. W zwi¡zku z nim mo»emy powiedzie¢, »e przy ka»dym

wierzchoªku odbiciowego pi¦ciok¡ta sferycznego o wszystkich k¡tach miary
2π

3
boki b¦d¡ rów-

nej dªugo±ci. W oparciu o Rysunek 3.3, rozwa»my k¡t ∡ABC =
2π

3
, wtedy AB jest równy

bokowi BC. Je»eli przejdziemy teraz do k¡ta ∡BCD, wiemy na podstawie Faktu 3.12, »e
BC = CD. Kontynuuj¡c rozwa»anie dojdziemy do konkluzji, »e wszystkie boki s¡ równej
dªugo±ci.

■

Rysunek 3.3

Fakt 3.14. W foremnym pi¦ciok¡cie sferycznym, b¦d¡cym pªytk¡ parkieta»u odbiciowego, dwu-

sieczne k¡tów postaci
2π

3
przecinaj¡ si¦ one w jednym punkcie.

Dowód Faktu 3.14.
Zarówno k¡ty i boki s¡ jednakowej dªugo±ci, wi¦c jest to wielok¡t foremny. wªasno±¢ przeci-
nania si¦ dwusiecznych w jednym punkcie jest bardzo dobrze znan¡ wªasno±ci¡ wielok¡tów
sferycznych.

Dowód jednoznaczno±ci ksztaªtu odbiciowych pªytek o zadanym typie k¡towym rozpocz-
niemy od potencjalnych odbiciowych czworok¡tów sferycznych.

1. (3, 3, 3, 3)
Na podstawie Faktu 3.1, potencjalny czworok¡t sferyczny o typie k¡towym (3, 3, 3, 3) mo-
»emy podzieli¢ na dwa trójk¡ty przystaj¡ce. Niezale»nie który k¡t wybierzemy, mo»emy
z niego poprowadzi¢ dwusieczn¡, która b¦dzie osi¡ symetrii tego czworok¡ta.
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Rysunek 3.4

Powstaªy dwa trójk¡ty o k¡tach miary {2π
3
,
π

3
,
π

3
}. Na podstawie Faktu 3.9, trójk¡ty

te maj¡ jednoznaczny ksztaªt. Korzystaj¡c z kolei z Faktu 3.10, potencjalny czworok¡t
odbiciowy o tym typie k¡towym b¦dzie miaª jednoznaczny ksztaªt.

2. (3, 4, 3, 4)
Potencjalny czworok¡t sferyczny dzielimy, zgodnie z Faktem 3.1, na trójk¡ty przystaj¡ce
o k¡tach miary : {π

2
,
π

3
,
π

3
}. Sytuacj¦ przedstawia Rysunek3.5. Maj¡ one wspólny bok,

ten który ª¡czy wierzchoªki o k¡tach
2π

3
. W zwi¡zku z tym s¡ one przystaj¡ce, za±

korzystaj¡c z Faktu 3.9 ich ksztaªt jest jednoznaczny. Na podstawie Faktu 3.10 mo»emy
stwierdzi¢, »e ksztaªt potencjalnego odbiciowego czworok¡ta o typie k¡towym (3, 4, 3, 4)
b¦dzie jednoznaczny.

Rysunek 3.5

3. (3, 5, 3, 5)
Bazuj¡c na Fakcie 3.1 mo»emy dokona¢ podziaªu tego potencjalnego czworok¡ta sferycz-

nego wzdªu» dwusiecznej k¡ta o mierze
2π

3
, co zostaªo przedstawione na Rysunku 3.6. W

zwi¡zku z tym otrzymujemy symetri¦ i podziaª na dwa przystaj¡ce trójk¡ty sferyczne o

k¡tach {π
3
,
2π

5
,
π

3
} oraz o jednoznacznym ksztaªcie na podstawie Faktu 3.9. Korzystaj¡c

z Faktu 3.10 mo»emy stwierdzi¢, »e potencjalny czworok¡t sferyczny o tak zadanym typie
k¡towym ma jednoznaczny ksztaªt.
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Rysunek 3.6

4. (3, 4, 5, 4)
Potencjalny czworok¡t sferyczny mo»na podzieli¢, z Faktu 3.1, na dwa przystaj¡ce trój-

k¡ty (4, 6, 10) wzgl¦dem dwusiecznej k¡tów
2π

3
, co zostaªo pokazane na Rysunku 3.7.

Wiemy równie», »e ksztaªt tych trójk¡tów sferycznych jest jednoznaczny bazuj¡c na Fak-
cie 3.9. Mo»emy wi¦c stwierdzi¢, »e ksztaªt tego potencjalnego czworok¡ta sferycznego
jest jednoznaczny na podstawie Faktu 3.10.

Rysunek 3.7

5. (3, 4, 4, 4)
Ponownie mo»na uzyska¢ dwa przystaj¡ce trójk¡ty sferyczne z podziaªu potencjalnego
czworok¡ta sferycznego wzdªu» dwusiecznej k¡ta b¦d¡cego nieparzystym podziaªem k¡ta
peªnego. Jak w poprzednim przypadku skorzystali±my z Faktu 3.1 i otrzymali±my dwa
trójk¡ty przystaj¡ce o jednoznacznym ksztaªcie z Faktu 3.9. Skorzystajmy z Faktu 3.10
i stwierd¹my, »e ksztaªt potencjalnego czworok¡ta sferycznego jest jednoznaczny.
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Rysunek 3.8

6. (3, 3, 3, 3, 3)
Rozpocznijmy od podziaªu pi¦ciok¡ta o typie k¡towym (3, 3, 3, 3, 3) na trójk¡ty.
Z ka»dego wierzchoªka poprowadzona zostanie dwusieczna k¡ta, na podstawie Faktu 3.14
przecinaj¡ si¦ one w jednym punkcie. Uzyskali±my pi¦¢ trójk¡tów, które z Faktu 3.13 s¡
trójk¡tami o dwóch k¡tach miary 60◦ oraz jednym o mierze 72◦ . Maj¡ one jednoznaczny
ksztaªt na podstawie Faktu 3.9. Za± korzystaj¡c z Faktu 3.11, mo»emy stwierdzi¢, »e ten
pi¦ciok¡t b¦dzie miaª jednoznaczny ksztaªt.

Rysunek 3.9

3.6 Konstrukcja odbiciowych parkieta»y sferycznych

Odpowiedzmy sobie na pytania:
Czy odbiciowe parkieta»e na sferze o takich n-k¡tach istniej¡?

Bryªy plato«skie.
Bryªy plato«skie to bryªy, których ±cianami s¡ przystaj¡ce wielok¡ty foremne tego samego
rodzaju oraz ich naro»a s¡ jednakowymi k¡tami bryªowymi. Mamy pi¦¢ bryª plato«skich, które
ukazane s¡ na Rysunku 3.11.
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Czworo±cian foremny Sze±cian O±mio±cian foremny

Dwunasto±cian foremny Dwudziesto±cian foremny

Rysunek 3.11

Podczas pó¹niejszych rozwa»a« przydatne b¦d¡ dwa fakty:

Fakt 3.15. Na ka»dej z bryª plato«skich mo»na opisa¢ sfer¦.

Fakt 3.16. Ka»de z naro»y bryªy plato«skiej powstaje ze zª¡czenia takiej samej liczby ±cian
oraz kraw¦dzi.

Jedn¡ z mo»liwo±ci wery�kacji odpowiedzi na pytanie zadane na po¢zatku podrozdziaªu,
jest przeprowadzenie rzutów od±rodkowych bryª plato«skich na sfer¦ opisan¡ na tej bryle.

De�nicja 3.17. Rzutem od±rodkowym bryªy na sfer¦ opisan¡ na tej bryle nazywamy
przeksztaªcenie polegaj¡ce na �wypchni¦ciu" od ±rodka bryªy jej ±cian na powierzchni¦ tej sfery.
Dokªadniej, dla ka»dego punktu X na brzegu bryªy, jego obrazem jest raki punkt X ′ na sferze
opisanej, który le»y na przeci¦ciu tej sfery z póªprost¡ OX, gdzie O jest wspólnym ±rodkiem
bryªy i sfery na niej opisanej. Produktem tego przeksztaªcenia jest sfera opisana na bryle, która
jest podzielona na kawaªki odpowiadaj¡ce poszczególnym ±cianom bryªy. [2]

Zabieg opisany powy»ej pozwoli uzyska¢ parkieta» sferyczny - zale»y nam aby byªo to
podzielenie na pewn¡ liczb¦ przystaj¡cych trójk¡tów, czworok¡tów lub pi¦ciok¡tów. Aby to
uzyska¢, potrzebujemy podzieli¢ ±ciany bryª plato«skich na trzy ro»ne sposoby:

1. Bez podziaªu - rzut od±rodkowy bryªy plato«skiej, której ±ciany s¡ czworok¡tami lub
pi¦ciok¡tami;

2. Podziaª I typu - podziaª ±ciany bryªy plato«skiej na trójk¡ty od ±rodka ±cian do ich
wierzchoªków, a nast¦pnie zrzutowanie od±rodkowo na sfer¦ i uzyskanie w ten sposób
czworok¡tów lub pi¦ciok¡tów sferycznych;
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3. Podziaª II typu - podziaª ±cian bryªy plato«skiej tak jak w podziale I typu, nast¦pnie od
±rodka ±ciany do ±rodków boków ±cian i bryª¦ z tak podzielonymi ±cianami rzutujemy na
sfer¦ od±rodkowo.

Rysunek 3.12: Kwadrat bez podziaªu, podziaª I typu, podziaª II typu

Na pocz¡tek zajmijmy si¦ bryªami plato«skimi o czworok¡tnych lub pi¦ciok¡tnych ±cianach -
sze±cian i dwunasto±cian foremny.

Sze±cian rzutowany od±rodkowo na opisan¡ na nim sfer¦.
Wykonamy rzut od±rodkowy ±cian bryªy na sfer¦ i przyjrzymy si¦ ±ladom zostawionym przez
jego kraw¦dzi.

Rysunek 3.13: Sze±cian, bryªa wpisana w sfer¦, zobrazowanie rzutu od±rodkowego

Uzyskali±my podziaª sfery na poª¡czone ze sob¡ pªytki, które s¡ symetryczne wzgl¦dem
okr¦gu wielkiego przechodz¡cego przez wspólny bok. Z Fakt 3.16 i Fakt 3.6 wiemy, »e s¡ to
przystaj¡ce czworok¡ty foremne. W jednym naro»u spotykaj¡ si¦ trzy kafelki, tak»e k¡ty tych
wielok¡tów przyjmuj¡ miar¦ 120◦. Zatem jest to parkieta» odbiciowy sfery pªytkami czworo-
k¡tnymi reprezentowanymi przez czwórk¦ (3, 3, 3, 3).

Otrzymany parkieta» czworok¡tem o typie k¡towym (3, 3, 3, 3) jest jedyny, co wynika z
uzasadnionej w Podrozdziale 3.5 jednoznaczno±ci ksztaªtu pªytki.

Dwunasto±cian foremny rzutowany od±rodkowo na opisan¡ na nim sfer¦.
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Podobnie jak poprzednio wykonujemy trzy rysunki - bryªy, sfery z wpisan¡ bryª¡ oraz obra-
zu rzutu od±rodkowego bryªy na opisan¡ na niej sfer¦. W dwunasto±cianie foremnym ±cianami
s¡ pi¦ciok¡ty foremne, przez ten sam argument co w przypadku sze±cianu, mo»emy domy-
±la¢ si¦, »e uzyskamy parkieta» odbiciowy sfery pi¦ciok¡tami reprezentowanymi przez pi¡tk¦
(3, 3, 3, 3, 3). Jest to jedyny przypadek jaki uzyskali±my podczas klasy�kacji tych wielok¡tów.

Rysunek 3.14: Dwunasto±cian foremny, bryªa wpisana w sfer¦, zobrazowanie rzutu od±rodko-
wego

W ka»dym z naro»y dwunasto±cianu foremnego spotykaj¡ si¦ trzy ±ciany, oddzielone od
siebie trzema kraw¦dziami. Poprzez rzut od±rodkowy ±cian bryªy na sfer¦ opisan¡ na niej
zauwa»amy, »e otrzymane zostaªo dwana±cie pi¦ciok¡tów foremnych. Ka»dy obszar na sferze
wokóª ka»dego z wierzchoªków jest podzielony lokalnie na trzy cz¦±ci, st¡d k¡ty w pi¦ciok¡tach

wynosz¡
2π

3
. Skonstruowany zostaª w ten sposób parkieta», który podejrzewali±my uzyska¢, a

mianowicie parkieta» pi¦ciok¡tami reprezentowanymi przez pi¡tki (3, 3, 3, 3, 3).

Pozostaªe bryªy plato«skie posiadaj¡ trójk¡tne ±ciany, nie uzyskamy z nich parkieta»y bez
wprowadzenia podziaªu ±cian I typu lub II typu.

W powy»szych rozwa»aniach uzyskali±my parkieta»e odbiciowe za pomoc¡ klepek maj¡cych
typy k¡towe (3, 3, 3, 3) oraz (3, 3, 3, 3, 3).

Zastanówmy si¦ czy pozostaªe czworok¡ty opisane w Podrozdziaªach 3.2 oraz 3.5 parkietu-
j¡ sfer¦.

1. (3, 4, 3, 4)
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Rysunek 3.15

Pªytka b¦d¡ca trójk¡tem reprezentowanym przez trójk¦ (6, 6, 4) parkietuje odbiciowo sfer¦
w jedyny sposób pokazany wy»ej, za± kafelek zªo»ony z dwóch takich trójk¡tów to czworok¡t
o typie k¡towym (3, 4, 3, 4).
Na rysunkach zostaª przedstawiony przykªad czworok¡ta sferycznego. Pomara«czowym kolo-
rem oznaczony zostaª odcinek, wzdªu» którego ª¡czymy trójk¡ty, za± kolorem zielonym czwo-
rok¡t, który chcieli±my uzyska¢.

Rysunek 3.16

2. (3, 5, 3, 5)
Trójk¡t uzyskany z podziaªu mo»emy znale¹¢ na siatce dwunasto±cianu foremnego, który zostaª
podzielony podziaªem I typu. Wynika to st¡d i» wokóª jednego wierzchoªka b¦d¡cego ±rodkiem
±ciany spotyka si¦ pi¦¢ kafelek, tak»e k¡t w trójk¡cie przy tym wierzchoªku to 2π

5 , za± przy
wierzchoªkach ±ciany mamy wierzchoªek dla sze±ciu pªytek, czyli pozostaªe dwa k¡ty tego trój-
k¡ta to 2π

6 .
Pªytk¦ czworok¡tn¡ o typie k¡towym (3, 5, 3, 5) osi¡gamy poprzez poª¡czenie dwóch z wy»ej
wymienionych trójk¡tnych kafelek. Przykªad jednej z nich zostaª zaznaczony zielonym kolorem
na poªowie siatki dwunasto±cianu foremnego, pomara«czowym odcinkiem zostaªa zaznaczona
kraw¦d¹, wzdªu» której nast¦puje poª¡czenie.
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Rysunek 3.17

3. (3, 4, 5, 4)

Ponownie mamy do czynienia z dwunasto±cianem foremnym, tym razem zostanie on po-
dzielony podziaªem II typu. Wy»ej pokazany trójk¡t parkietuje odbiciowo sfer¦ w zwi¡zku z
rzutem od±rodkowym, tak podzielonego dwunasto±cianu foremnego.

Rysunek 3.18

Pªytka trójk¡tna parkietuje w jedyny sposób sfer¦, st¡d oraz z faktu 3.10, kafelka b¦d¡ca
czworokatem sferycznym o typie k¡towym (3, 4, 5, 4), stworzona z dwóch poª¡czonych jak na
rysunku trójk¡tów, równie» parkietuje odbiciowo sfer¦ i jest to jedyny taki parkieta».

4. (3, 4, 4, 4)

Trójk¡t z podziaªu czworok¡ta sferycznego jest pªytk¡ parkieta»u odbiciowego sfery po-
wstaªego przez rzut od±rodkowy sze±cianu, którego ±ciany zostaªy podzielone wedªug podziaªu
II typu. Korzystaj¡c z tego, »e dwie takie pªytki tworz¡ nasz czworok¡t oraz z faktu 3.10,
otrzymali±my jedyny parkieta» czworok¡tem sferycznym o typie k¡towym (3, 4, 4, 4)
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Rysunek 3.19

3.7 Klasy�kacja odbiciowych parkieta»y sfery n-k¡tami, n>3

Wpoprzednich podrozdziaªach próbowali±my zebra¢ mo»liwe n-k¡ty parkietuj¡ce odbiciowo
sfer¦, za± w tym podsumujemy ich wyniki. Zacznijmy od zapisania jeszcze raz potencjalnych
typów k¡towych (k1, k2, . . . , kn) przedstawiaj¡cych odbiciowe n-k¡ty sferyczne.
Czworok¡ty:

1. (3, 3, 3, 3)

2. (3, 4, 3, 4)

3. (3, 5, 3, 5)

4. (3, 4, 5, 4)

5. (3, 4, 4, 4)

Pi¦ciok¡ty:

1. (3, 3, 3, 3, 3)

Teraz przejd¹my do podsumowania poprzedniego podrozdziaªu. Aby potwierdzi¢, »e ka»da
z wy»ej wymienionych czwórek oraz pi¡tki typu k¡towego s¡ reprezentantami odbiciowych n-
k¡tów sferycznych, zapiszemy (k − 1, k2, . . . , kn) wraz z metod¡ konstrukcji ich odbiciowego
parkieta»u sfery.

1. (3, 3, 3, 3) - rzutowanie od±rodkowe sze±cianu bez podziaªu;
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2. (3, 4, 3, 4) - rzutowanie od±rodkowe czworo±cianu foremnego z podziaªem II typu;

3. (3, 5, 3, 5) - rzutowanie od±rodkowe dwunasto±cianu foremnego z podziaªem I typu;

4. (3, 4, 5, 4) - rzutowanie od±rodkowe dwunasto±cianu foremnego z podziaªem II typu;

5. (3, 4, 4, 4) - rzutowanie od±rodkowe sze±cianu z podziaªem II typu;

6. (3, 3, 3, 3, 3) - rzutowanie od±rodkowe dwunasto±cianu foremnego bez podziaªu.

Podsumowuj¡c, wszystkie potencjalne n-k¡ty sferyczne parkietuj¡ odbiciowo sfer¦. W zwi¡z-
ku z tym powstaªo twierdzenie:

Twierdzenie 3.18. O odbiciowych n-k¡tach sferycznych, n ∈ {4, 5}
Odbiciowy parkieta» sferyczny mo»e zosta¢ utworzony z czworok¡tów i pi¦ciok¡tów o nast¦pu-
j¡cych typach k¡towych:

1. (3, 3, 3, 3)

2. (3, 4, 3, 4)

3. (3, 5, 3, 5)

4. (3, 4, 5, 4)

5. (3, 4, 4, 4)

6. (3, 3, 3, 3, 3)

3.8 Odbiciowe trójk¡ty sferyczne

W tym podrozdziale chcieliby±my przedstawi¢ klasy�kacj¦ typów k¡towych odbiciowych
trójk¡tów sferycznych wykonanych przez Paulin¦ Górsk¡ w pracy dyplomowej [2]. Przytoczymy
twierdzenie o odbiciowych trójk¡tach sferycznych:

Twierdzenie 3.19. O odbiciowych trójk¡tach sferycznych

Poni»ej znajduje si¦ kompletna lista typów k¡towych odbiciowych trójk¡tów sferycznych, dla
których mo»na utworzy¢ odbiciowy parkieta» sferyczny:

a) (3, 3, 3);

b) (3, 4, 4);

c) (3, 6, 6);

d) (3, 8, 8);

e) (3, 10, 10);

f) (4, 4, n), n ≥ 4;

g) (4, 6, 6);

h) (4, 6, 8);

i) (4, 6, 10);

j) (5, 5, 5);

k) (5, 6, 6).

4 Parkieta»e odbiciowe przestrzeni ostrosªupami

W poprzednim rozdziale wyznaczyli±my wszystkie odbiciowe wielok¡ty sferyczne o liczbie
kraw¦dzi wi¦kszej od trzech b¦d¡ce pªytkami odbiciowych parkieta»y sfery i pokazali±my odbi-
ciowe parkieta»e sfery tymi wielok¡tami. Przy u»yciu tych informacji sklasy�kujemy ostrosªupy
euklidesowe, ró»ne od czworo±cianów, które parkietuj¡ odbiciowo przestrze«.
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4.1 Uwagi wst¦pne

Zacznijmy od nast¦puj¡cej obserwacji, która jest na tyle jasna, »e jej uzasadnienie pomija-
my.

Obserwacja 4.1. Je±li Ω jest dowolnym odbiciowym parkieta»em przestrzeni, za± A jest wierz-
choªkiem klepki P tego parkieta»u, to przekrój maªej sfery wokóª A z klepkami parkieta»u Ω
tworzy na tej sferze odbiciowy parkieta» sferyczny, który oznaczymy przez ΩS. Je±li klepka P
ma w wierzchoªku A k¡t bryªowy n-±cienny, to pªytkami parkieta»u ΩS s¡ n-k¡ty sferyczne.

Wniosek 4.2. Ostrosªupy n-k¡tne dla n ≥ 6 nie mog¡ by¢ klepkami parkieta»u odbiciowego
przestrzeni.

Dowód Wniosku 4.2.
Na podstawie Obserwacji 3.8 nie istniej¡ n-k¡ty sferyczne, gdzie n ≥ 6, które parkietuj¡ sfer¦.
W zwi¡zku z tym oraz z Obserwacj¡ 4.1 nie mog¡ istnie¢ odbiciowe ostrosªupy n-k¡tne dla
n ≥ 6, poniewa» ostrosªup taki posiada w swoim wierzchoªku n-±cienny k¡t bryªowy.

■

Lemat 4.3. Zbiór liczb opisuj¡cych k¡ty dwu±cienne przy wierzchoªku A n-±ciennego naro»a
klepki parkieta»u odbiciowego przestrzeni, musi by¢ jednym z typów k¡towych odbiciowych n-
k¡tów sferycznych.

Dowód lematu 4.3
Wielok¡t sferycznyW , jaki powstaje w przekroju maªej sfery o ±rodku A z n-±ciennym naro»em,
ma k¡ty o mierze takiej samej jak miary k¡tów dwu±ciennych w tym n-±ciennym naro»u.
Poniewa» na podstawie Obserwacji 4.1 wielok¡t W jest odbiciowym wielok¡tem sferycznym,
otrzymujemy tez¦ Lematu 4.3

■

Dowód lematu 4.3 dla wierzchoªków w naro»u pi¦cio±ciennym przebiega analogicznie, wi¦c po-
zostawiamy go czytelnikowi.

Wnioskuj¡c bezpo±rednio z powy»szych lematów, korzystaj¡c z typów k¡towych ustalonych dla
odbiciowych trójk¡tów, czworok¡tów i pi¦ciok¡tów sferycznych mo»emy wyznaczy¢ potencjal-
ne rozmieszczenie k¡tów dwu±ciennych w odbiciowych ostrosªupach euklidesowych o podstawie
czworok¡ta i pi¦ciok¡ta. Nast¦pnie sprawdzimy czy ostrosªupy o takich rozmieszczeniach k¡tów
dwu±ciennych jeste±my w stanie skonstruowa¢.

4.2 Ograniczenia na typy k¡towe ostrosªupów odbiciowych o

podstawie czworok¡ta

W tym podrozdziale znajdziemy typy k¡towe ostrosªupów odbiciowych o podstawie czwo-
rok¡ta za pomoc¡ jego naro»y oraz uzyskanych w Rozdziale 3 wielok¡tów sferycznych.
Pªytki parketa»u odbiciowego, które s¡ ostrosªupami euklidesowymi o podstawie czworok¡ta

lub pi¦ciok¡ta, b¦d¡ miaªy k¡ty dwu±cienne postaci
2π

Ki
, gdzie Ki ≥ 3 dla i ∈ {1, 2, . . . , n}, n ∈

{8, 10}.
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De�nicja 4.4. Ósemk¦ parametrów Ki, gdzie i ∈ {1, 2, . . . , 8} w kolejno±ci takiej jak na
Rysunku 4.1 b¦dziemy nazywa¢ typem k¡towym ostrosªupa czworok¡tnego.

Rysunek 4.1: Odbiciowy ostrosªup euklidesowy o podstawie czworok¡ta wraz z parametrami
Ki, i ∈ {1, 2, . . . , 8} przypisanymi do kraw¦dzi.

W powy»szym ostrosªupie mo»emy zauwa»y¢ pi¦¢ naro»y skªadaj¡cych si¦ z kraw¦dzi opi-
sanych przez liczby:

1. K1,K2,K3,K4,

2. K1,K5,K8,

3. K2,K5,K6,

4. K3,K6,K7,

5. K4,K7,K8.

W±ród wymienionych powy»ej trójek oraz czwórek, na podstawie Lematu 4.3, otrzymali±my
typy k¡towe odbiciowych trójk¡tów sferycznych oraz odbiciowych czworok¡tów sferycznych.
Przypomnijmy list¦ czwórek oraz trójek z typów k¡towych odbiciowych trójk¡tów i czworok¡-
tów sferycznych, które zostaªy opisane w poprzednim rozdziale.
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Lp. Typ k¡towy trójk¡ta sferycznego
1. (3, 3, 3)

2. (3, 4, 4)

3. (3, 6, 6)

4. (3, 8, 8)

5. (3, 10, 10)

6. (4, 4, n) , n ≥ 4

7. (4, 6, 6)

8. (4, 6, 8)

9. (4, 6, 10)

10. (5, 5, 5)

11. (5, 6, 6)

Tabela 4.1: Tabela zawieraj¡ca typy k¡towe odbiciowych trójk¡tów sferycznych.

Lp. Typ k¡towy czworok¡ta sferycznego
1. (3, 3, 3, 3)

2. (3, 4, 3, 4)

3. (3, 5, 3, 5)

4. (3, 4, 5, 4)

5. (3, 4, 4, 4)

Tabela 4.2: Tabela zawieraj¡ca typy k¡towe odbiciowych czworok¡tów sferycznych.

W nast¦pnych rozwa»aniach b¦dziemy szukali typów k¡towych potencjalnych odbiciowych
ostrosªupów czworok¡tnych.
Dla usprawnienia poszukiwa« musimy przedstawi¢ w inny sposób dane zawarte w Rysunku 4.1
w nast¦puj¡cy sposób:

1. Rysujemy okr¡g i cztery jego promienie, tak aby podzieli¢ go na równe cz¦±ci;

2. Powstaªe ªuki reprezentuj¡ kraw¦dzie podstawy, za± promienie to kraw¦dzie boczne ostro-
sªupa;

3. Punkty styku promieni z okr¦giem przedstawiaj¡ wierzchoªki podstawy za± ±rodek okr¦gu
to wierzchoªek ostrosªupa;

4. Ka»dej kraw¦dzi przypisujemy odpowiednie, reprezentuj¡ce je Ki;

5. W ±rodku okr¦gu przyjmujemy, »e znajduje si¦ naro»e z kraw¦dziami K1,K2,K3,K4.

Sytuacja ta jest przedstawiona na Rysunku 4.2.
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Rysunek 4.2: Ostrosªup euklidesowy wraz z oznaczonymi kraw¦dziami oraz jego widok z góry.
Trzeci rysunek obrazuje schemat ostrosªupa powstaªy przez wykonanie powy»szych kroków,
gdzie boki zamienione zostaj¡ w cz¦±ci okr¦gu. Na niebiesko zostaªy oznaczone wierzchoªki.

Na pocz¡tku musimy zaªo»y¢, »e zapis ósemki rozpocznie si¦ od czwórki reprezentuj¡cej
k¡ty dwu±cienne przy wierzchoªku ostrosªupa K1,K2,K3,K4. Za± pozostaªe trójki b¦d¡ wypi-
sywane wedªug kolejno±ci ustalonej na rysunku 4.2. Te pi¦¢ kombinacji pokrywa si¦ z typami
k¡towymi przedstawionymi w Tabli 4.1 oraz Tabeli 4.2. W zwi¡zku z Lematem 4.3 wszystkie
wymienione Ki b¦d¡ pochodziªy z wymienionych na pocz¡tku podrozdziaªu list typów k¡to-
wych trójk¡tów i czworok¡tów sferycznych (Tabele 4.1 i 4.2).

Rozpocznijmy wyznaczanie potencjalnych ósemek k¡tów dwu±ciennych ostrosªupa euklide-
sowego o podstawie czworok¡ta. W ka»dym z pi¦ciu przypadków rozpoczniemy od ustalenia
czwórki k¡tów przy wierzchoªku reprezentowanym przez ±rodek okr¦gu.

Ad 1. Pierwszym rozwa»anym przypadkiem b¦dzie ten, gdy K1 = K2 = K3 = K4 i reprezen-
tuj¡ one k¡ty miary 120◦, czyli typ k¡towy czworok¡ta sferycznego (3, 3, 3, 3).

Rysunek 4.3

Trójki reprezentuj¡ce pozostaªe naro»a:

a) 3,K5,K8;

b) 3,K5,K6;

c) 3,K6,K7;

d) 3,K7,K8.
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Na podstawie Tabeli 4.1, widzimy, »e je±li w typie k¡towym odbiciowego trójk¡ta sferycznego
wyst¦puje parametr 3, to pozostaªe dwa parametry musz¡ by¢ równe. Trójki postaci (3, k, l)
to:
(3, 3, 3), (3, 4, 4), (3, 6, 6), (3, 8, 8), (3, 10, 10). St¡d k = l.
W zwi¡zku z powy»szym mamy pi¦¢ mo»liwo±ci:

� (3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3),

� (3, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4),

� (3, 3, 3, 3, 6, 6, 6, 6),

� (3, 3, 3, 3, 8, 8, 8, 8),

� (3, 3, 3, 3, 10, 10, 10, 10).

Ad 2. Przejed¹my do rozwa»enia przypadku, gdy typ k¡towy to (3, 4, 3, 4) przy wierzchoªku b¦-
d¡cym ±rodkiem okr¦gu.

Rysunek 4.4

Czwórka ta reprezentuje odpowiednio k¡ty 120◦, 90◦, 120◦, 90◦. Zauwa»my, »e musz¡ zacho-
dzi¢ dwie równo±ci K8 = K5 oraz K7 = K6, pierwsza z nich b¦dzie równa pewnej liczbie k
za± druga liczbie l. Bez straty ogólno±ci zakªadamy, »e k ≤ l. Mo»emy tak zrobi¢, poniewa»
analogiczna b¦dzie sytuacja dla l ≤ k, gdy wykonamy symetri¦ naszego okr¦gu lub obrót o 180
stopni.

Rysunek 4.5

Zapiszmy trójki reprezentuj¡ce naro»a:

a) (3, k, k);

b) (4, k, l);
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c) (3, l, l);

d) (4, l, k).

Spójrzmy na typy k¡towe trójk¡tów sferycznych 4.1. W zwi¡zku z a) oraz c) widzimy, »e
liczby k oraz l nale»¡ do zbioru liczb {3, 4, 6, 8, 10}. Rozwa»ane przypadki b¦d¡ ze wzgl¦du na
mo»liwe warto±ci parametru k.
1. Rozpocznijmy wi¦c od zaªo»enia, »e liczba k = 3. Wtedy l mo»e przyj¡¢ warto±ci {4, 6, 8, 10}.
W zwi¡zku z trójk¡ b) oraz d) wykluczamy przypadki l ∈ {6, 8, 10}. Pozostaje tylko l = 4.
St¡d uzyskujemy ósemk¦ (3, 4, 3, 4, 3, 4, 4, 3).

2. Zajmijmy si¦ teraz nast¦pn¡ liczb¡ ze zbioru - k = 4. Wiemy, »e l ≥ k, wi¦c l ∈ {4, 6, 8, 10}.
Aby uzyska¢ mo»liwo±ci wykluczenia b¡d¹ zaakceptowania liczb ze zbioru, musimy sprawdzi¢
jakie trójki wraz z niewiadom¡ pasuj¡ do trójek z listy 4.1. Spójrzmy na b) (4, 4, l). Na pod-
stawie Listy typów k¡towych trójk¡ta sferycznego 4.1 widzimy, »e l mo»e by¢ dowolne, wi¦ksze
b¡d¹ równe 4. �¡czymy t¡ informacj¦ z pierwszym zaªo»eniem o liczbie l. Uzyskujemy, »e
wszystkie liczby ze zbioru {4, 6, 8, 10} mog¡ by¢ liczb¡ l. Otrzymali±my nast¦puj¡ce ósemki:

� (3, 4, 3, 4, 4, 4, 4, 4);

� (3, 4, 3, 4, 4, 6, 6, 4);

� (3, 4, 3, 4, 4, 8, 8, 4);

� (3, 4, 3, 4, 4, 10, 10, 4).

3. Przyjmijmy, »e k = 6. Zakªadaj¡c to otrzymujemy naro»a postaci:

a) (3, 6, 6);

b) (4, 6, l);

c) (3, l, l);

d) (4, l, 6).

Patrz¡c na podpunkty b) oraz c) mo»emy wywnioskowa¢, »e l mo»e przyj¡¢ warto±¢ 6, 8 lub
10. Wszystkie mo»liwo±ci s¡ zgodne z podpunktem c) z powy»szej listy. W zwi¡zku z tym
otrzymali±my dwie ósemki:

� (3, 4, 3, 4, 6, 6, 6, 6);

� (3, 4, 3, 4, 6, 8, 8, 6);

� (3, 4, 3, 4, 6, 10, 10, 6).

4. Zastanówmy si¦ nad mo»liwo±ciami, gdy k = 8. Jedyn¡ mo»liwo±ci¡ na utworzenia naro»a
reprezentowanego przez (4, 8, l) jest l = 6, co jest sprzeczne z zaªo»eniem k ≤ l i odpowiadaªoby
ostrosªupowi o ósemce (3, 4, 3, 4, 6, 8, 8, 6), który zostaªby poddany obrotowi o 180◦.

5. Podobn¡ sytuacj¦ otrzymujemy, gdy k = 10. Otrzymujemy jedynie mo»liwo±¢ l = 6 z
naro»a (4, 10, l). Ósemka powstaªa w ten sposób odpowiada przedstawieniu ostrosªupa za po-
moc¡ (3, 4, 3, 4, 6, 10, 10, 6) poddanemu obrotowi o 180◦.

Powy»szymi podprzypadkami zako«czyli±my przypadek, gdzie naro»e czworo±cienne jest re-
prezentowane przez typ k¡towy (3, 4, 3, 4). Zbierzmy wi¦c mo»liwo±ci jakie uzyskali±my:
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� (3, 4, 3, 4, 3, 4, 4, 3);

� (3, 4, 3, 4, 4, 4, 4, 4);

� (3, 4, 3, 4, 4, 6, 6, 4);

� (3, 4, 3, 4, 4, 8, 8, 4);

� (3, 4, 3, 4, 4, 10, 10, 4);

� (3, 4, 3, 4, 6, 6, 6, 6);

� (3, 4, 3, 4, 6, 8, 8, 6);

� (3, 4, 3, 4, 6, 10, 10, 6)

Ad 3. Kolejnym mo»liwym typem k¡towym przedstawiaj¡cym k¡ty dwu±cienne przy
wierzchoªku cztero±ciennym ostrosªupa czworok¡tnego jest czwórka (3, 5, 3, 5).

Rysunek 4.6

Zapiszmy pozostaªe naro»a tego ostrosªupa:

a) (3,K5,K8);

b) (5,K5,K6);

c) (3,K6,K7);

d) (5, k7,K8).

W zwi¡zku z Faktem 4.8 K6 = K7 = k oraz K5 = K8 = l, gdzie l oraz k to pewne
liczby caªkowite. Z trójek a) oraz c) wiemy, »e k, l ∈ {3, 4, 6, 8, 10}. Pozostaj¡ do rozwa»enia
podpunkty b) oraz d). W oparciu o list¦ typów k¡towych trójk¡tów sferycznych 4.1 jedyn¡
mo»liwo±ci¡ w poª¡czeniu z powy»sza list¡ jest l = k = 6. W takim razie otrzymujemy ósemk¦
postaci (3, 5, 3, 5, 6, 6, 6, 6).
Ad 4. Zaªó»my, »e k¡ty dwu±cienne przy wierzchoªku ostrosªupa czworok¡tnego s¡ reprezen-
towane przez nast¦puj¡cy typ k¡towy (3, 4, 5, 4) sferycznego czworok¡ta odbiciowego.

Rysunek 4.7
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Wypiszmy naro»a powy»szego ostrosªupa:

a) (3,K5,K8);

b) (4,K5,K6);

c) (5,K6, k7);

d) (4,K7,K8).

Z Faktu 4.8 wiemy, »e K5 = K8 = k oraz K6 = K7 = l. Bior¡c pod uwag¦ trójk¦ a) mamy,
»e k ∈ {3, 4, 6, 8, 10} za± z c) l ∈ {5, 6}. W tym przypadku rozpatrzmy najpierw mo»liwo±ci
zamiennej l.

Rysunek 4.8

Zaªó»my, »e l = 5. Podstawiaj¡c pod zmienne w naro»ach otrzymujemy trójk¦ (4, k, 5). Taka
mo»liwo±¢ wyst¦puje w li±cie 4.1, gdzie k = 4. W zwi¡zku z tym ósemka osi¡gana przy powy»-
szych zmiennych to (3, 4, 5, 4, 4, 5, 5, 4)
Niech l = 6. Ponownie powoªuj¡c si¦ na naro»e b) mamy (4, 6, k). Zmienna k mo»e przyj¡¢
wszystkie warto±ci ze zbioru {4, 6, 8, 10}, poniewa» mamy nast¦puj¡ce typy k¡towe trójk¡tów
sferycznych: (4, 4, 6), (4, 6, 6), (4, 6, 8), (4, 6, 10). Korzystaj¡c z tego mamy nast¦puj¡ce ósemki
na potencjalne ostrosªupy euklidesowe o podstawie czworok¡ta:

� (3, 4, 5, 4, 4, 5, 5, 4);

� (3, 4, 5, 4, 4, 6, 6, 4);

� (3, 4, 5, 4, 6, 6, 6, 6);

� (3, 4, 5, 4, 8, 6, 6, 8);

� (3, 4, 5, 4, 10, 6, 6, 10).

Ad 5. Ostatni¡ mo»liwo±¢ uzyskamy, gdy skorzystamy z typu k¡towego (3, 4, 4, 4).

Rysunek 4.9
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Zauwa»amy, »e w zwi¡zku z Faktem 4.8 o symetrii w ostrosªupie euklidesowym o podsta-
wie czworok¡ta liczby K8 oraz K5 s¡ równe oraz K6 ma tak¡ sam¡ warto±¢ jak K7 . Wi¦c
zakªadamy, »e K8 = K5 = k, K6 = K7 = l, gdzie k ∈ {3, 4, 6, 8, 10}, a l zale»y od pozostaªych
naro»y. k nale»y do tego zbioru liczb, poniewa» rozwa»amy (K8, 3,K5), a jedyne mo»liwo±ci
trójek reprezentuj¡cych typy k¡towe trójk¡ta sferycznego zostaªy wymienione w przykªadzie
powy»ej.

Wtedy pozostaªe k¡ty dwu±cienne s¡ w naro»ach reprezentowanych w nast¦puj¡cych trój-
kach liczb:

a) k, 4, l;

b) l, 4, l;

c) l, 4, k.

Rozpocznijmy od zaªo»enia, »e liczba k przyjmuje warto±¢ 3.

Rysunek 4.10

W zwi¡zku z rysunkiem oraz powy»szym zaªo»eniem K6,K7 przyjmuj¡ warto±¢ równ¡ 4.
(3, 4, 4) to trójka reprezentuj¡ca typ k¡towy trójk¡ta sferycznego, gdzie jeden k¡t ma miar¦
90◦ za± drugi 120◦ i zgadza si¦ on z naro»ami a) oraz c). Nale»y sprawdzi¢ jeszcze podpunkt b).
Czy trójka (4, 4, 4) reprezentuje typ k¡towy pewnego trójk¡ta sferycznego? Odpowied¹ brzmi
tak, poniewa» dokªadnie tak¡ trójk¦ znajdziemy w li±cie 4.1 w podpunkcie f). W zwi¡zku z
powy»szymi rozwi¡zaniami otrzymali±my ósemk¦ (3, 4, 4, 4, 3, 4, 4, 3).

Nast¦pn¡ mo»liwo±ci¡ na liczb¦ k b¦dzie k = 4.

Rysunek 4.11
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Pozostaªe naro»a reprezentuj¡ si¦ nast¦puj¡co:

a) 4, 4,K6;

b) K6, 4,K7;

c) K7, 4, 4.

Powy»sze naro»a generuj¡ kilka mo»liwo±ci. W oparciu o Fakt 4.8, wiemy »e K6 = K7 = l.
W±ród trójek reprezentuj¡cych trójk¡ty sferyczne mamy :

� l = 4;

� l = 6.

Uzyskali±my ósemki (3, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4), (3, 4, 4, 4, 4, 6, 6, 4).

Kolejn¡ z opcji jest k = 6. Tutaj uzyskujemy dwie mo»liwo±ci na pozostaªe warto±ci. S¡ to
naro»a 6, 4, l, 4, 6, l i l, 4, l. Wnioskuj¡c z listy trójek reprezentuj¡cych typy k¡towe trójk¡tów
sferycznych uzyskujemy l = 4 oraz l = 6. Generuje to ósemki postaci (3, 4, 4, 4, 6, 4, 4, 6) i
(3, 4, 4, 4, 6, 6, 6, 6).

Spójrzmy teraz na k = 8. Jedyne trójki odpowiadaj¡ce zaªo»eniom s¡ (4, 4, 8), (4, 6, 8). W takim
razie l przyjmuje warto±ci 4 lub 6. W zwi¡zku z tym otrzymali±my nast¦puj¡ce ósemki reprezen-
tuj¡ce ostrosªupy euklidesowe o podstawie czworok¡ta: (3, 4, 4, 4, 8, 4, 4, 8), (3, 4, 4, 4, 8, 6, 6, 8).

Pozostaªa jedna mo»liwo±¢, gdy k = 10. Wnioskujmy ponownie z rysunku.

Rysunek 4.12

Widzimy, »e pozostaªy nam naro»a:

� (10, 4, l),

� (l, 4, l),

� (l, 4, 10).

Mo»liwo±ci na powy»sze trójki s¡ nast¦puj¡ce (4, 6, 10) oraz (4, 4, 10). Kiedy l = 4 otrzymuje-
my (4, 4, 4). Jest to typ k¡towy trójk¡ta sferycznego tak»e mo»emy przyj¡¢ t¡ warto±¢. Drug¡
mo»liwo±ci¡ jest l = 6. Ponownie uzyskujemy prawidªowy typ k¡towy (4, 6, 6). W zwi¡zku z
rozwa»aniami mamy ósemki równe (3, 4, 4, 4, 10, 4, 4, 10) i (3, 4, 4, 4, 10, 6, 6, 10).

Podsumujmy przypadek, gdy w ±rodku okr¦gu mamy typ k¡towy (3, 4, 4, 4). Ósemki jakie
uzyskali±my podczas powy»szych zaªo»e« przedstawiaj¡ si¦ nast¦puj¡co:
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� (3, 4, 4, 4, 3, 4, 4, 3);

� (3, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4);

� (3, 4, 4, 4, 4, 6, 6, 4);

� (3, 4, 4, 4, 6, 4, 4, 6);

� (3, 4, 4, 4, 6, 6, 6, 6);

� (3, 4, 4, 4, 8, 4, 4, 8);

� (3, 4, 4, 4, 8, 6, 6, 8);

� (3, 4, 4, 4, 10, 4, 4, 10);

� (3, 4, 4, 4, 10, 6, 6, 10).

Podsumowanie:
Wszystkie mo»liwo±ci zostan¡ zapisane w Tabeli 4.3, w której przedstawione Ki odpowiadaj¡
poszczególnym potencjalnym ósemkom k¡tów dwu±ciennych.

K1 K2 K3 K4 K5 K6 K7 K8

3 3 3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 4 4 4 4
3 3 3 3 6 6 6 6
3 3 3 3 8 8 8 8
3 3 3 3 10 10 10 10

3 4 3 4 3 4 4 3
3 4 3 4 4 4 4 4
3 4 3 4 4 6 6 4
3 4 3 4 4 8 8 4
3 4 3 4 4 10 10 4
3 4 3 4 6 6 6 6
3 4 3 4 6 8 8 6
3 4 3 4 6 10 10 6

3 5 3 5 6 6 6 6

3 4 5 4 4 5 5 4
3 4 5 4 4 6 6 4
3 4 5 4 6 6 6 6
3 4 5 4 8 6 6 8
3 4 5 4 10 6 6 10

3 4 4 4 3 4 4 3
3 4 4 4 4 4 4 4
3 4 4 4 4 6 6 4
3 4 4 4 6 4 4 6
3 4 4 4 6 6 6 6
3 4 4 4 8 4 4 8
3 4 4 4 8 6 6 8
3 4 4 4 10 4 4 10
3 4 4 4 10 6 6 10

Tabela 4.3
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4.3 Ograniczenia na typy k¡towe ostrosªupów odbiciowych o

podstawie pi¦ciok¡ta

W tym podrozdziale b¦dziemy korzystali z listy typów k¡towych trójk¡tów sferycznych
(Tabela 4.1). Przypomnijmy jednak, »e jedynym k¡towym dla odbiciowego pi¦ciok¡ta sferycz-
nego jest (3, 3, 3, 3, 3).
Przyst¡pmy wi¦c do wprowadzenia w ostrosªupy o podstawie pi¦ciok¡ta. Chcemy uzyska¢ dzie-
si¡tk¦ liczb reprezentuj¡c¡ typy k¡towe powy»szych bryª.

De�nicja 4.5. Dziesi¡tk¦ parametrów Ki, gdzie i ∈ {1, 2, . . . , 10} w kolejno±ci takiej jak na
Rysunku 4.13 b¦dziemy nazywa¢ typem k¡towym ostrosªupa pi¦ciok¡tnego.

Rysunek 4.13: Odbiciowy ostrosªup euklidesowy o podstawie pi¦ciok¡ta wraz z parametrami
Ki, i ∈ {1, 2, . . . , 10} przypisanymi do kraw¦dzi.

Wypiszmy ci¡gi parametrów wyst¦puj¡cych przy poszczególnych naro»ach tego ostrosªupa:

1. K1,K2,K3,K4,K5;

2. K1,K10,K6;

3. K2,K6,K7;

4. K3,K7,K8;

5. K4,K8,K9;

6. K5,K9,K10.

Wiemy, »e pi¡tka z naro»a 1. odpowiada¢ musi typowi k¡towemu pi¦ciok¡ta sferycznego
(3, 3, 3, 3, 3). W zwi¡zku z tym pozostaj¡ nam do rozpatrzenia trójki:

a) 3,K10,K6;

b) 3,K6,K7;

c) 3,K7,K8;
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d) 3,K8,K9;

e) 3,K9,K10.

Powy»sze trójki musz¡ nale»e¢ do listy typów k¡towych trójk¡tów sferycznych z Tabeli 4.1.
Skupmy si¦ zatem na szukaniu mo»liwych warto±ci parametrów K6, K7, . . . ,K10, które odpo-
wiadaj¡ poszczególnym kraw¦dziom przy podstawie w odbiciwym ostrosªupie pi¦ciok¡tnym.
Dane znajduj¡ce si¦ na Rysunku 4.13 musimy przeksztaªci¢ w analogiczny sposób jak dla
ostrosªupa czworok¡tnego:

1. Rysujemy okr¡g i pi¦¢ jego promieni, dziel¡c go na równe kawaªki;

2. Powstaªe ªuki reprezentuj¡ kraw¦dzie podstawy, za± promienie to kraw¦dzie boczne ostro-
sªupa;

3. Wierzchoªki zast¡pione zostaªy punktami, gdzie promie« styka si¦ z okr¦giem;

4. Ka»dej kraw¦dzi przypisujemy odpowiednie Ki;

5. W ±rodku okr¦gu przyjmujemy, »e znajduje si¦ piecio±cienne naro»e z kraw¦dziamiK1,K2,K3,K4,K5.

Sytuacja ta zostaªa pokazana na Rysunku 4.14.

Rysunek 4.14: Ostrosªup euklidesowy pi¦ciok¡tny wraz z oznaczonymi kraw¦dziami oraz jego
widok z góry. Trzeci rysunek obrazuje ostrosªup powstaªy przez wykonanie powy»szych kroków.
Na niebiesko zostaªy oznaczone wierzchoªki.

Wró¢my do tego, »e naro»e (K1,K2,K3,K4,K5) przyjmuje jedynie warto±¢ (3, 3, 3, 3, 3).
W zwi¡zku z tym pozostanie nam rozpatrzenie potencjalnych dziesi¡tek jedynie dla tego przy-
padku, patrz Rysunek 4.15.
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Rysunek 4.15

Przypomnijmy pozostaªe naro»a:

a) 3,K10,K6;

b) 3,K6,K7;

c) 3,K7,K8;

d) 3,K8,K9;

e) 3,K9,K10.

Powracaj¡c do listy trójek reprezentuj¡cych typy k¡towe trójk¡tów sferycznych otrzymujemy,
»e :

a) K6 = K10;

b) K6 = K7;

c) K7 = K8;

d) K8 = K9;

e) K9 = K10.

W zwi¡zku z powy»szym wszystkie Ki, i ∈ {1, 2, 3, . . . , 10} s¡ równe pewnej staªej k, która
nale»y do zbioru liczb {3, 4, 6, 8, 10}.
Wypiszmy wi¦c wszystkie mo»liwo±ci na dziesi¡tki reprezentuj¡ce typy k¡towe potencjalnych
ostrosªupów odbiciowych o podstawie pi¦ciok¡ta:

K1 K2 K3 K4 K5 K6 K7 K8 K9 K10

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 4 4 4 4 4
3 3 3 3 3 6 6 6 6 6
3 3 3 3 3 8 8 8 8 8
3 3 3 3 3 10 10 10 10 10

Tabela 4.4
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W nast¦pnym podrozdziale skupimy si¦ na stwierdzeniu, które z tych potencjalnych óse-
mek oraz dziesi¡tek odpowiadaj¡ k¡tom istniej¡cych ostrosªupów euklidesowych o podstawach
czworok¡ta lub pi¦ciok¡ta.

4.4 Dalsze wykluczenia oraz konstrukcje potencjalnych ostro-

sªupów odbiciowych oraz ich jednoznaczno±¢

W tym podrozdziale chcieliby±my dokona¢ wery�kacji istnienia ostrosªupów o zadanych
typach k¡towych. B¦dzie ona przebiegaªa wedªug nast¦puj¡cego planu:

1. Rozci¦cie ostrosªupa na czworo±ciany o ustalonych k¡tach dwu±ciennych;

2. Wery�kacja istnienia czworo±cianów za pomoc¡ Lematu 4.7;

3. Konstrukcje ostrosªupów, w przypadku speªnienia warunku koniecznego z Lematu 4.7.

Do wery�kacji istnienia czworo±cianów skorzystamy z metody wyznacznikowej przytoczonej
z pracy Pauliny Górskiej [2], patrz Lemat 4.7. Wszelkie rysunki ostrosªupów oraz okr¦gów
reprezentuj¡cych ostrosªupy s¡ rysunkami schematycznymi.
Rozpoczniemy od przygotowa« - dwa lematy wprowadzaj¡ce i dwa fakty.

Lemat 4.6. Je±li mamy dwa czworo±cianyz jednakowymi zestawami miar k¡tów dwu±ciennych,
to te bryªy s¡ do siebie podobne, jeden jest przeskalowanym drugim, lub s¡ przystaj¡ce.

Dowód Lematu 4.6.
Korzystamy z Faktu 3.9 o jednoznaczno±ci ksztaªtu trójk¡ta sferycznego o zadanych k¡tach.
Z tej jednoznaczno±ci wynika jednoznaczno±¢ bryªowego k¡ta trój±ciennego o zadanych k¡-
tach dwu±ciennych. To znaczy, »e w k¡cie trój±ciennym znaj¡c k¡ty dwu±cienne mamy zadane
jednoznacznie k¡ty pªaskie. Je±li mamy czworo±cian z konkretnymi k¡tami dwu±ciennymi to
mamy te» jednoznacznie zadane k¡ty pªaskie ±cian. Wtedy mamy ksztaªt ±cian. Zadany wygl¡d
±cian implikuje jednoznaczno±¢ ksztaªtu caªego czworo±cianu. Bior¡c cztery trójk¡ty stanowi¡-
ce ±ciany, chcemy je uªo»y¢ tak, by jedna z nich byªa podstaw¡ a pozostaªe ±cianami bocznymi.
Uzyskujemy w ten sposób czworo±cian jednoznaczny.

■

Przytoczymy lemat, który b¦dzie pomocny przy stwierdzaniu czy dany czworo±cian eukli-
desowy istnieje [2] [4] [5].

Lemat 4.7. Niech ∆ b¦dzie dowolnym czworo±cianem. Ponumerujemy jego ±ciany liczbami:
1, 2, 3, 4 oraz oznaczmy przez αij miar¦ k¡ta dwu±ciennego pomi¦dzy ±cianami i oraz j. Wów-
czas pomi¦dzy tymi k¡tami zachodzi nast¦puj¡cy zwi¡zek:

det



−1 cos(α12) cos(α13) cos(α14)

cos(α12) −1 cos(α23) cos(α24)

cos(α13) cos(α23) −1 cos(α34)

cos(α14) cos(α24) cos(α34) −1


= 0.
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Przedstawiona równo±¢ z powy»szego Lematu jest warunkiem koniecznym, ale nie jest do-
statecznym na to by k¡ty αij byªy miarami k¡tów dwu±ciennych w czworo±cianie. W zwi¡zku
z tym musimy pokaza¢ konstrukcj¦ ka»dego podejrzanego o istnienie ostrosªupa.

Poka»my, »e mo»emy dokona¢ podziaªu ka»dego ostrosªupa reprezentowanego przez znalezione
ósemki oraz dziesi¡tki na jednakowe czworo±ciany.

Fakt 4.8. Niech ostrosªup ABCDO z Rysunku 4.16 b¦dzie ostrosªupem o podstawie czworo-
k¡tnej oraz klepk¡ odbiciowego parkieta»u przestrzeni. Zaªó»my, »e k¡t dwu±cienny przy jednej

z kraw¦dzi OC przy wierzchoªku O jest postaci
2π

k
dla k nieparzystego. Wówczas pªaszczy-

zna AOC jest pªaszczyzn¡ symetrii lustrzanej tej bryªy. Ponadto dzieli ona ostrosªup na dwa
jednakowe czworo±ciany.

Rysunek 4.16: Odbiciowy ostrosªup euklidesowy o podstawie czworok¡ta, który przy kraw¦dzi
OC oraz wierzchoªku O ma k¡t dwu±cienny b¦d¡cy nieparzyst¡ cz¦±ci¡ k¡ta peªnego.

Rysunek 4.17

Dowód Faktu 4.8.
Dowód zostanie przedstawiony precyzyjnie dla k = 3.
Kroki jakie zostan¡ wykonane podczas tego dowodu to:

1. Wykonanie operacji odbicia ostrosªupa wyj±ciowego wzgl¦dem jednej ze ±cian;

2. Odbicie obrazu wzgl¦dem jednej z jego ±cian;

3. Odbicie trzeciego ostrosªupa wzgl¦dem wspólnej ±ciany z wyj±ciowym ostrosªupem.

Ostrosªup oznaczony jest przez ABCDO.
Chcemy wyparkietowa¢ przestrze« odbiciowo ostrosªupem z Rysunku ??. Liczba opisuj¡ca
kraw¦d¹ OC jest równa 3, co oznacza, »e wokóª tej kraw¦dzi musz¡ znale¹¢ si¦ trzy klepki tego
parkieta»u. Odbijemy ostrosªup wyj±ciowy wzgl¦dem ±ciany BCO. Przedstawia t¡ operacj¦
Rysunek 4.18.
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Rysunek 4.18

Na rysunku wy»ej wymieniona kraw¦d¹ OC opisywana przez k = 3 oznaczona jest kolorem
czerwonym. Obrazami przez odbicie wierzchoªków A i D s¡ wierzchoªki A′ oraz D′ , punkty
C, B oraz O nie ulegaj¡ zmianie. Nast¦pn¡ operacj¡ b¦dzie odbicie ostrosªupa A′D′CBO
wzgl¦dem ±ciany D′OC.

Rysunek 4.19

Widzimy na Rysunku 4.19, »e wierzchoªki D′, O oraz C nie zmieniaj¡ swojego poªo»enia.
Zauwa»amy, »e wierzchoªek B przechodzi na wierzchoªek D. Ostatnim krokiem b¦dzie odbicie
ostrosªupa A”D′CD wzgl¦dem ±ciany DCO, operacj¦ t¡ przedstawia Rysunek 4.20 .
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Rysunek 4.20

Ostatecznie kraw¦d¹ OB przeszªa na kraw¦d¹ OD, za± OC oraz AO pozostaªy bez zmian.
Widzimy, »e po powy»szych przeksztaªceniach czworo±cian ABCO jest przystaj¡cy do czwo-
ro±cianu ADCO, wi¦c nasz osotrosªup zostaª podzielony na dwa czworo±ciany przez pªaszczy-
zn¦ AOC. W takim razie pªaszczyzna ACO jest pªaszczyzn¡ symetrii lustrzanej ostrosªupa
ABCDO.

■

Dla nieparzystych k wi¦kszych od trzech argumentacja jest analogiczna i zostanie pomini¦ta.
Ka»dy dowód byªby przeprowadzony w dokªadnie k krokach.
Analogiczny fakt mo»na stwierdzi¢ dla odbiciowych ostrosªupów pi¦ciok¡tnych.

Fakt 4.9. Niech ostrosªup ABCDEO z Rysunku 4.21 b¦dzie ostrosªupem o podstawie pi¦cio-
k¡tnej oraz klepk¡ odbiciowego parkieta»u przestrzeni. Punkty F , G, H, I oraz J s¡ ±rodkami
kraw¦dzi podstawy. Zaªó»my, »e k¡ty dwu±cienne przy ka»dej z kraw¦dzi OA, OB, OD oraz

OE i przy wierzchoªku O s¡ postaci
2π

3
, za± k¡ty dwu±cienne pomi¦dzy podstaw¡ a ±cianami

bocznymi s¡ równej miary. Wówczas pªaszczyzny AHO, BIO, CJO, DFO oraz EGO s¡ pªasz-
czyznami symetrii lustrzanej tej bryªy. Ponadto dziel¡ one ostrosªup na dziesi¦¢ jednakowych
czworo±cianów.
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Rysunek 4.21: Potencjalny odbiciowy ostrosªup euklidesowy o podstawie pi¦ciok¡ta, jak w
zaªo»eniach Faktu 4.9.

Dowód Faktu 4.9.
Rozpoczniemy od odbicia ostrosªupa ABCDEO wzgl¦dem ±ciany ABO, nast¦pnie wykonamy
odbicie ostrosªupa AE1D1C1D wzgl¦dem DOC1. Z tych operacji otrzymujemy, »e punkt A
przeszedª na C.

Rysunek 4.22

Je»eli wykonamy teraz odbicie ostrosªupa CBC1D2E2 wzgl¦dem ±ciany BOC otrzymamy
wtedy, »e punkt E2 przechodzi na D, D2 na E oraz C1 na A. Wrócili±my wi¦c do ostrosªupa
ABCDEO. Zªo»enie kolejno trzech powy»szych odbi¢ jest symetri¡ wzgl¦dem pªaszczyzny
BOI. Operacja ta przeprowadza ostrosªup ABCDEO na siebie, wi¦c ta pªaszczyzna jest osi¡
symetrii.
Symetri¦ wzgl¦dem pozostaªych pªaszczyzn mo»na wykona¢ analogicznie i to pozostawiamy
czytelnikowi. Po rozci¦ciu ostrosªupa wzdªu» pi¦ciu takich pªaszczyzn symetrii otrzymujemy
jego podziaª na dziesi¦¢ przystaj¡cych czworo±cianów.
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■

Obserwacja 4.10. Spo±ród znalezionych ósemek lub dziesi¡tek przedstawiaj¡cych ostrosªupy,
mo»emy wykluczy¢ te, w których wszystkie k¡ty dwu±cienne przy kraw¦dziach podstawy s¡ wi¦k-
sze b¡d¹ równe 90◦. �ciany wtedy nie maj¡ mo»liwo±ci przeci¡¢ si¦ w jednym wierzchoªku.

Na pocz¡tek zajmijmy si¦ potencjalnymi ostrosªupami o podstawie czworok¡ta.
Wiemy, »e istnieje w nich symetria z Faktu 4.8. St¡d mo»emy wnioskowa¢, »e ka»dy poten-
cjalny odbiciowy ostrosªup euklidesowy o podstawie czworok¡ta b¦dzie si¦ skªadaª z dwóch
przystaj¡cych czworo±cianów. Pªaszczyzn¡ symetrii b¦dzie pªaszczyzna przechodz¡ca wzdªu»
wysoko±ci bryªy oraz przez dwie z przeciwlegªych kraw¦dzi bocznych. Istotne jest które z nich
b¦d¡ tymi wªa±ciwymi. Kraw¦dzie o których mowa to te, których przypisane Ki jest liczb¡
nieparzyst¡.
Wnioskuj¡c z powy»szego nie b¦dzie problemu z podziaªem na dwa czworo±ciany ostrosªupów
reprezentowanych przez potencjalne ósemki wyliczone w poprzednim rozdziale. W ka»dej z bryª
znajdziemy kraw¦d¹ boczn¡, której przypisany b¦dzie parametr Ki = 3 (patrz Tabela 4.3).

Na podstawie Obserwacji 4.10 mo»emy wykluczy¢ sze±¢ z ósemek wyst¦puj¡cych w Tabeli
4.3 przedstawiaj¡cej typy k¡towe potencjalnych odbiciowych ostrosªupów czworok¡tnych.
Typy k¡towe, zgodnie z numeracj¡ w Tabeli 4.3, które odrzucamy to:

1. (3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3);

2. (3, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4);

6. (3, 4, 3, 4, 3, 4, 4, 3);

7. (3, 4, 3, 4, 4, 4, 4, 4);

20. (3, 4, 4, 4, 3, 4, 4, 3);

21. (3, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4).

Tabela 4.3 po wykluczeniu sze±ciu powy»szych przypadków to Tabela 4.5.
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Lp. K1 K2 K3 K4 K5 K6 K7 K8

1. 3 3 3 3 6 6 6 6
2. 3 3 3 3 8 8 8 8
3. 3 3 3 3 10 10 10 10

4. 3 4 3 4 4 6 6 4
5. 3 4 3 4 4 8 8 4
6. 3 4 3 4 4 10 10 4
7. 3 4 3 4 6 6 6 6
8. 3 4 3 4 6 8 8 6
9. 3 4 3 4 6 10 10 6

10. 3 5 3 5 6 6 6 6

11. 3 4 5 4 4 5 5 4
12. 3 4 5 4 4 6 6 4
13. 3 4 5 4 6 6 6 6
14. 3 4 5 4 8 6 6 8
15. 3 4 5 4 10 6 6 10

16. 3 4 4 4 4 6 6 4
17. 3 4 4 4 6 4 4 6
18. 3 4 4 4 6 6 6 6
19. 3 4 4 4 8 4 4 8
20. 3 4 4 4 8 6 6 8
21. 3 4 4 4 10 4 4 10
22. 3 4 4 4 10 6 6 10

Tabela 4.5

Zajmijmy si¦ pozycjami 1, 2, 3 z Tabeli 4.5. Wszystkie rozpoczynaj¡ si¦ od czterech trójek
reprezentuj¡cych k¡ty dwu±cienne pomi¦dzy ±cianami bocznymi ostrosªupa.
Ósemki te mo»na zapisa¢ jako (3, 3, 3, 3, n, n, n, n), gdzie n ∈ {6, 8, 10}. Przedstawmy t¦ sytu-
acj¦ na rysunku.

Rysunek 4.23

Korzystaj¡c z Faktu 4.8, podzielimy ten ostrosªup na dwa przystaj¡ce czworo±ciany.
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Rysunek 4.24

Na Rysunku 4.24 czerwonym kolorem zostaªa zaznaczona pªaszczyzna podziaªu ostrosªupa.
Uzyskujemy dwa czworo±ciany.

Rysunek 4.25

Wyznaczamy k¡ty dwu±cienne w otrzymanych czworo±cianach. Wynosz¡ one {π
3
,
π

3
,
2π

3
,
π

2
,
2π

n
,
2π

n
}.

Oznaczymy to skrótowo za pomoc¡ typu k¡towego. Wypiszmy szóstk¦ reprezentuj¡c¡ te czwo-
ro±ciany (3, 6, 6, 4, n, n). U»yjemy teraz metody wyznacznikowej 4.7 i wyliczymy dla jakich n
wyznacznik b¦dzie równy zeru. Po wpisaniu k¡tów otrzymujemy:

det



−1 cos(
2π

6
) cos(

2π

6
) cos(

2π

4
)

cos(
2π

6
) −1 cos(

2π

3
) cos(

2π

n
)

cos(
2π

6
) cos(

2π

3
) −1 cos(

2π

n
)

cos(
2π

4
) cos(

2π

n
) cos(

2π

n
) −1


.

Przyjmijmy, »e n = 6. Wyznacznik po wyliczeniu przy pomocy kalkulatora WolframAlpha [3]

wynosi
1

4
. W zwi¡zku z tym, ta mo»liwo±¢ zostaje odrzucona. Do oblicze« przyjmujemy kolejno
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n = 8 i n = 10, otrzymujemy odpowiednio 0 oraz
1−

√
5

32
. Oznacza to, »e jedyn¡ mo»liwo±ci¡

na istnienie czworo±cianu jest szóstka (3, 6, 6, 4, 8, 8).
Nast¦pnym krokiem, aby przekona¢ si¦ czy ostrosªup zadany ósemk¡ (3, 3, 3, 3, 8, 8, 8, 8) równie»
istnieje, b¦dzie jego konstrukcja poprzez odpowiednie umieszczenie go w sze±cianie. Widzimy, »e
k¡ty dwu±cienne pomi¦dzy ±cianami bocznymi a podstaw¡ stanowi¡ poªow¦ k¡ta prostego, wi¦c
kraw¦dzie podstawy mog¡ pokrywa¢ si¦ z kraw¦dziami jednej ze ±cian sze±cianu. Nawi¡zuj¡c
do powy»szych informacji, mo»emy umie±ci¢ ten ostrosªup w sze±cianie w nast¦puj¡cy sposób,
jak na Rysunku 4.26.

Rysunek 4.26

Wniosek: Potencjalny odbiciowy ostrosªup czworok¡tny o typie k¡towym (3, 3, 3, 3, 3) istnieje
i ma jednoznaczny ksztaªt na podstawie Lematu 4.6 oraz z tego, »e jest on zbudowany z dwóch
czworo±cianów o jednoznacznym ksztaªcie.

Nast¦pn¡ parti¡ ostrosªupów o wspólnej czwórce k¡tów dwu±ciennych pomi¦dzy ±cianami bocz-
nymi s¡ pozycje 4, 5, 6, 7, 8 oraz 9 z Tabeli 4.5. Sytuacja przedstawiona jest na Rysunku 4.27.

Rysunek 4.27

Mamy dwie niewiadome n ∈ {4, 6} oraz k ∈ {6, 8, 10}. Rozró»nimy podprzypadki:
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a) n = 4;

b) n = 6.

Ad. a) Rozpocznijmy od sytuacji, gdy n = 4. Przedstawmy to na Rysunku 4.28.

Rysunek 4.28

Ponownie skorzystamy z podzielenia ostrosªupa na dwa przystaj¡ce czworo±ciany i wyli-
czymy metod¡ wyznacznikow¡ czy która± z mo»liwo±ci dla liczby k b¦dzie j¡ speªniaªa.
Podziaªu dokonamy pªaszczyzn¡ przechodz¡c¡ przez przek¡tn¡ podstawy oraz wierzchoªek bry-
ªy.

Rysunek 4.29
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Zbadajmy wi¦c wyznaczniki dla tych czworo±cianów:

det



−1 cos(
2π

6
) cos(

2π

4
) cos(

2π

6
)

cos(
2π

6
) −1 cos(

2π

4
) cos(

2π

4
)

cos(
2π

4
) cos(

2π

4
) −1 cos(

2π

k
)

cos(
2π

6
) cos(

2π

4
) cos(

2π

k
) −1


.

Odpowiednio dla ka»dego k ∈ {6, 8, 10} otrzymujemy nast¦puj¡ce warto±ci wyznacznika detA,
gdzie A to macierz z Lematu 4.7:

k = 6 detA =
5

16
;

k = 8 detA =
1

8
;

k = 10 detA =
7− 3

√
5

32
.

Wniosek: W zwi¡zku z powy»szym, »aden z czworo±cianów nie istnieje na podstawie Lematu
4.7 co sprawia, »e ostrosªupy z podpunktów 4,5,6 równie» nie istniej¡.
Ad. b) Przejd¹my do n = 6. Spójrzmy na Rysunek 4.30.

Rysunek 4.30

Wzoruj¡c si¦ na poprzednim przypadku dokonujemy podziaªu i sprawdzenia czy wyznacznik
dla powstaªego czworo±cianu i podstawionej warto±ci liczby k wynosi zero.
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Rysunek 4.31

Wymie«my teraz k i wyliczone dla nich warto±ci wyznaczników macierzy, nazwijmy j¡ A :

k = 6 w tym przypadku detA = 0;

k = 8 otrzymujemy warto±¢ detA = −1 + 2
√
2

16
;

k = 10 wyznacznik macierzy dla tej warto±ci wynosi detA = −1 + 5
√
5

32
.

Z warto±ci wyznaczników widzimy, »e nie istniej¡ czworo±ciany z k = 8 oraz k = 10, poniewa»
wyznacznik z Lematu 4.7 nie wynosi zero. W zwi¡zku z tym nie istniej¡ równie» ostrosªupy
zbudowane z dwóch takich czworo±cianów. Podejrzewamy o istnienie jedynie mo»liwo±¢, gdy
k = 6. Skonstruujmy wi¦c ostrosªup o typie k¡towym (3, 4, 3, 4, 6, 6, 6, 6). Skªada si¦ on z dwóch
jednoznacznych czworo±cianów, wi¦c je±li istnieje to na podstawie Lematu 4.6 b¦dzie on miaª
ksztaªt jednoznaczny.

Kraw¦dzie opisane przez liczb¦ 4 pokrywaj¡ si¦ z kraw¦dziami podstawy sze±cianuAOBDEFGH
oraz kraw¦d¹ górn¡ sze±cianu SRQTOBDA. W naro»u AOB spotykaj¡ si¦ cztery ±ciany, od-
powiada mu czwórka (3, 4, 3, 4). Pozostaªe cztery k¡ty dwu±cienne wynosz¡ 60◦. Czworo±cian
ten zaprezentowany jest na Rysunku 4.32.
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Rysunek 4.32

Wniosek: Uzyskujemy potencjalny odbiciowy ostrosªup ACBIO reprezentowany typem k¡-
towym (3, 4, 3, 4, 6, 6, 6, 6), co potwierdza istnienie tej bryªy.

Zajmijmy si¦ nast¦pn¡ pozycj¡, a mianowicie 10 z Tabeli 4.5, czyli typem k¡towym (3, 5, 3, 5, 6, 6, 6, 6).
Diagram oraz schematyczny wizerunek ostrosªupa o typie k¡towym przedstawione s¡ na Ry-
sunku 4.33.

Rysunek 4.33

Poka»my podziaª na dwa czworo±ciany na Rysunku 4.34. Korzystaj¡c z Faktu 4.8, podzie-
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lony ostrosªup o tym typie na dwa jednakowe czworo±ciany, co jest przedstawionhe na Rysunku
4.34.

Rysunek 4.34

Wyznacznik z Obserwacji 4.7 dla tak powstaªego czworo±cianu wynosi −1 + 5
√
5

8
, wi¦c

mo»emy odrzuci¢ ten przypadek, gdy» odpowiedni czworo±cian oraz ostrosªup nie istniej¡.
Kolejn¡ seri¡ mo»liwo±ci s¡ 11, 12, 13, 14, 15 rozpoczynaj¡ce si¦ na 3, 4, 5, 4.

Rysunek 4.35

Mo»emy wyró»ni¢ dwa podprzypadki:

a) k = 5;

b) k = 6.

Ad. a) Zaªó»my, »e k = 5, wtedy n = 4. Reprezentuje to Rysunek 4.36.
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Rysunek 4.36

Podzielmy teraz powy»szy ostrosªup na dwa czworo±ciany na Rysunku 4.37.

Rysunek 4.37

Wyznacznik z Obserwacji 4.7 liczony dla jednego z czworo±cianów skªadaj¡cych si¦ na
badany ostrosªup wynosi:

det



−1 cos(
2π

6
) cos(

2π

4
) cos(

2π

10
)

cos(
2π

6
) −1 cos(

2π

4
) cos(

2π

4
)

cos(
2π

4
) cos(

2π

4
) −1 cos(

2π

5
)

cos(
2π

10
) cos(

2π

4
) cos(

2π

5
) −1


=

3−
√
5

32
.

Wniosek: Powy»szy przypadek zostaje odrzucony, nie zostaª speªniony warunek konieczny, z
Lematu 4.7, na istnienie czworo±cianu, mo»emy równie» zaprzeczy¢ istnieniu ostrosªupa o typie
k¡towym (3, 4, 5, 4, 4, 5, 5, 4).

Ad. b) Dla tej mo»liwo±ci k = 6, za± n ∈ {4, 6, 8, 10}.

Rozpocznijmy od narysowania tego przypadku na Rysunku 4.38.
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Rysunek 4.38

Podzielmy ostrosªup znowu, jak w poprzednich przypadkach ,na dwa przystaj¡ce czworo-
±ciany i dla jednego z nich wyliczmy wyznacznik z Obserwacji 4.7. Ten podziaª jest schema-
tycznie przedstawiony na Rysunku 4.39.

Rysunek 4.39

Na pocz¡tku zaªó»my, »e n = 4 wtedy wyznacznik osi¡ga warto±¢
3− 2

√
5

16
.

Dla n = 6 wyznacznik wynosi −1 + 5
√
5

32
.

Dla n = 8 mamy −2 +
√
2 +

√
5 +

√
10

16
.

Za± dla n = 10 otrzymujemy −5 + 7
√
5

32
.

Wniosek: �adna z powy»szych mo»liwo±ci nie daje warto±ci wyznacznika równej 0. Czwo-
ro±ciany powstaªe przy podstawianiu kolejnych warto±ci n nie istniej¡, co zaprzecza równie»
istnieniu ostrosªupów skªadaj¡cych si¦ z dwóch takich bryª.

Ostatni¡ seri¡ mo»liwo±ci s¡ pozycje 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22 z Tabeli 4.5, w czworo±ciennym na-
ro»u jest czwórka (3, 4, 4, 4), wi¦c ósemki s¡ postaci (3, 4, 4, 4, n, k, k, n), gdzie n ∈ {4, 6, 8, 10}
i k ∈ {4, 6}. Ponownie mo»emy zastosowa¢ podziaª na dwie partie przypadków:

1. k = 4;

2. k = 6.

Ad. 1. Zaªó»my, »e k = 4. Wtedy n mo»e przyja¢ warto±¢ ze zbioru {6, 8, 10}.
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Rysunek 4.40

Dokonajmy podziaªu bryªy na dwa przystaj¡ce czworo±ciany, co wida¢ na Rysunku 4.41.

Rysunek 4.41

Dla n = 8 czworo±cian utworzony podczas podziaªu speªnia warunek konieczny z Lema-
tu 4.7 na istnienie czworo±cianu. Podejrzewamy, »e ostrosªup reprezentowany przez ósemk¦
(3, 4, 4, 4, 8, 4, 4, 8) równie» istnieje.

Skonstruujmy go, aby udowodni¢ jego istnienie. Rozpoczniemy od konstrukcji poªowy ostro-
sªupa, a mianowicie od czworo±cianu opisanego przez typ k¡towy (4, 4, 8, 4, 6, 8). Kraw¦dzie
opisane przez liczb¦ 8 pokrywaj¡ si¦ z kraw¦dzi¡ podstawy sze±cianu AB i kraw¦dzi¡ ±ciany
bocznej GC. Przek¡tn¡ ±ciany CBFG to jedna z kraw¦dzi 4, za± pozostaªe dwie kraw¦dzie z
liczb¡ 4 to kraw¦d¹ podstawy CB za± druga to przek¡tna podstawy czyli AC. Pozostaªy k¡t
dwu±cienny wynosi 60◦. Skonstruowany czworo±cian reprezentuje Rysunek 4.42.
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Rysunek 4.42

Je»eli ju» skonstruowali±my poªow¦ ostrosªupa (3, 4, 4, 4, 8, 4, 4, 8), to jeste±my w stanie
skonstruowa¢ caª¡ bryª¦. Aby to wykona¢ musimy odbi¢ czworo±cian wzgl¦dem ±ciany AOC.
Pokazujemy ten proces i otrzymany ostrosªup na Rysunku 4.43.

Rysunek 4.43

Aby w pó¹niejszym etapie byªo ªatwiej pokaza¢ parkieta» przestrzeni wªa±nie opisanymi

ostrosªupami, pomniejszymy ostrosªup w skali
1

2
. Co wida¢ na Rysunku 4.44.
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Rysunek 4.44

Wniosek: Na podstawie podziaªu ostrosªupa na dwa czworo±ciany o jednoznacznym ksztaªcie
oraz pokazanej konstrukcji stwierdzamy istnienie jednoznacznego potencjalnego odbiciowego
ostrosªupa czworok¡tnego o typie k¡towym (3, 4, 4, 4, 8, 4, 4, 8).

Ad. 2. Niech k przyjmie warto±¢ 6, za± n b¦dzie jedn¡ z liczb ze zbioru {4, 6, 8, 10}.

Rysunek 4.45

Na Rysunku 4.46 przedstawiony jest podziaª ostrosªupa z Rysunku 4.45.
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Rysunek 4.46

Na podstawie Lematu 4.7 sprawdzimy czy które± n speªnia warunek konieczny na istnienie
czworo±cianów b¦d¡cych poªow¡ ostrosªupa. Oznaczmy macierz z zale»no±ci wyznacznikowej
przez A.

k = 4 Wyznacznik wynosi detA = 0, 0625.

k = 6 Otrzymali±my wynik detA = −1 + 2
√
2

16
.

k = 8 Warto±¢ wyznacznika to detA = −0, 4375.

k = 10 Ostatnia mo»liwo±¢ daje warto±¢ wyznacznika detA = −2 +
√
2 +

√
5 +

√
10

16
.

�adna z powy»szych warto±ci macierzy nie wynosi 0, wi¦c nie zostaª speªniony warunek ko-
nieczny na istnienie któregokolwiek z czworo±cianów w tych pozycjach z Tabeli 4.5. Implikuje
to brak istnienia ostrosªupów zbudowanych z dwóch takowych czworo±cianów.

Zajmiemy si¦ teraz ostrosªupami o podstawie pi¦ciok¡ta.
W Tabeli 4.4 mo»liwo±ci na typy k¡towe ostrosªupa pi¦ciok¡tnego. W zwi¡zku z Obserwacj¡
4.10 mo»emy wykluczy¢ pozycje 1 oraz 2 z Tabeli 4.4. Otrzymujemy now¡ Tabel¦ 4.6, która
reprezentuje potencjalne dziesi¡tki opisuj¡ce ostrosªupy o podstawie pi¦ciok¡ta.

Lp. K1 K2 K3 K4 K5 K6 K7 K8 K9 K10

1. 3 3 3 3 3 6 6 6 6 6
2. 3 3 3 3 3 8 8 8 8 8
3. 3 3 3 3 3 10 10 10 10 10

Tabela 4.6

Wszystkie pozycje w Tabeli 4.6 rozpoczynaj¡ si¦ od pi¡tki (3, 3, 3, 3, 3). Dziesi¡tki te mo-
»emy zapisa¢ jako (3, 3, 3, 3, 3, n, n, n, n, n), gdzie n ∈ {6, 8, 10}. Przedstawimy je na Rysunku
4.47
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Rysunek 4.47

Na podstawie Faktu 4.9 mo»emy podzieli¢ ten ostrosªup na dziesi¦¢ czworo±cianów o k¡-

tach dwu±ciennych
2π

6
,
2π

6
,
2π

4
,
2π

4
,
2π

10
oraz

2π

n
. Na Rysunku 4.48 widzimy zarys niebieski

ostrosªupa opisanego przez (3, 3, 3, 3, 3, n, n, n, n, n), za± zielone kraw¦dzie to powstaªe podczas
podziaªu kraw¦dzie czworo±cianów.

Rysunek 4.48

U»yjemy Lematu 4.7 do sprawdzenia czy z którym± z wy»ej wymienionych n mo»emy
odrzuci¢ istnienie czworo±cianu. Macierz dla czworo±cianów nazwiemy A. Wyznaczmy wi¦c
warto±¢ wyznacznika A:

n = 6 wyznacznik wynosi detA =
17

23
− 1

2
√
2
+

3
√
5

32
;

n = 8 otrzymana warto±¢ to detA =

√
5

16
− 5

16
;

n = 10 warto±¢ wyznacznika wynosi detA =
1

32
·
(
9− 4

√
2− 3

√
5− 4

√
10
)
.

�aden z wy»ej wymienionych czworo±cianów nie speªnia warunku koniecznego na istnienie.
Wniosek: Nie istnieje »aden odbiciowy ostrosªup pi¦ciok¡tny.
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Podsumowanie:
W Tabeli 4.7 znajduj¡ si¦ jedyne typy k¡towe potencjalnych odbiciowych ostrosªupów n-
k¡tnych, dla n ≥ 4.

Lp. K1 K2 K3 K4 K5 K6 K7 K8

1. 3 3 3 3 8 8 8 8

2. 3 4 4 4 8 4 4 8

3. 3 4 3 4 6 6 6 6

Tabela 4.7

4.5 Parkieta»e odbiciowe przestrzeni ostrosªupami i dowód Twier-

dzenia 1.1

W tym podrozdziale chcemy pokaza¢ odbiciowe parkieta»e przestrzeni dla trzech ostrosªu-
pów, które s¡ jedynymi kandydatami na klepki takich parkieta»y (na podstawie rozwa»a« z
Podrozdziaªu 4.4).

1. (3, 3, 3, 3, 8, 8, 8, 8)

Rysunek 4.49

Rozwa»my teraz przestrze« podzielon¡ na sze±ciany, a nast¦pnie wyobra¹my sobie, »e
ka»dy sze±cian zostaª podzielony na sze±¢ ostrosªupów, tak jak na Rysunku 4.49. W
powy»szy sposób zapeªniamy przestrze« ostrosªupami (3, 3, 3, 3, 8, 8, 8, 8). Nietrudno jest
zauwa»y¢, »e jest to odbiciowy parkieta».

2. (3, 4, 4, 4, 8, 4, 4, 8)
Rozwa»amy parkieta» sze±cienny. Bierzemy jedn¡ klepk¦ tego parkieta»u i dzielimy j¡
jak w podpunkcie 1. Wyobra¹my sobie teraz, »e ka»dy uzyskany tak ostrosªup dzielimy
na cztery cz¦±ci. Podziaª jednego z nich zostaª zaprezentowany na Rysunku 4.50.
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Rysunek 4.50

W ten sposób uzyskujemy sze±cian podzielony na dwadzie±cia cztery cz¦±ci, przedstawio-
ne na Rysunku 4.51.

Rysunek 4.51

Ka»da z tych cz¦±ci, przedstawiona na Rysunku 4.52, to ostrosªup o typie k¡towym
(3, 4, 4, 4, 8, 4, 4, 8).
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Rysunek 4.52

Odbijaj¡c teraz pªytki parkieta»u sze±ciennego, podzielone na dwadzie±cia cztery cz¦±ci
w wy»ej wymieniony sposób, zapeªnimy przestrze« w odbiciowy sposób ostrosªupami
czworok¡tnym o typie k¡towym (3, 4, 4, 4, 8, 4, 4, 8).

3. (3, 4, 3, 4, 6, 6, 6, 6)
Parkieta» przestrzeni ostrosªupem o typie k¡towym (3, 4, 3, 4, 6, 6, 6, 6) jest trudniejszy
do wykazania. Musimy ten dowód podzieli¢ na trzy cz¦±ci:

1. Podziaª sze±cianu, aby uzyska¢ parkieta» sze±cianu czworo±cianami o typie k¡towym
(4, 6, 6, 4, 6, 6);

2. �¡czenie czworo±cianów z s¡siednich podzielonych sze±cianów, tak aby uzyska¢ za-
peªnienie przestrzeni ostrosªupami o typie k¡towym (3, 4, 3, 4, 6, 6, 6, 6);

3. Stwierdzenie czy uzyskany w ten sposób parkieta» jest odbiciowy.

Ad. 1. Rozwa»my ponownie przestrze« podzielon¡ na sze±ciany. U»yjemy równie» podzia-
ªu sze±ciennej pªytki tego parkieta»u na sze±¢ jednakowych ostrosªupów jak na Rysunku
4.49. Ka»dy z tych sze±ciu ostrosªupów podzielimy na dwie poªówki, ale podziaª musi
by¢ dokonany w sposób jak na Rysunku 4.53. A mianowicie, podstawa ka»dego ostro-
sªupa jest poªow¡ ±ciany bocznej sze±cianu uzyskan¡ przez podziaª jedn¡ z przek¡tnych.
Przek¡tne ±cian bocznych sze±cianu musz¡ by¢ parami poª¡czone w wierzchoªkach bryªy.
Nazwijmy sze±cian podzielony w ten sposób jako "czarny".
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Rysunek 4.53

Sze±cienne pªytki s¡siednie do sze±cianu podzielonego w sposób przedstawiony na Ry-
sunku 4.53, zostaj¡ podzielone jak na Rysunku 4.54. Nazwiemy te klepki jako "biaªe".

Rysunek 4.54

Podziaª pokazany na Rysunku 4.53 jest symetryczny do podziaªu z Rysunku 4.54

Ad. 2. �atwo zauwa»y¢, »e w s¡siaduj¡cych ze sob¡ sze±cianach "biaªych" i "czarnych", prze-
k¡tne podstaw b¦d¡ si¦ pokrywaªy. W zwi¡zku z s¡siadowaniem ze sob¡ wy»ej wymienionych
pªytek nast¦puje sklejanie parami czworo±cianów z dwóch ró»nych sze±cianów, maj¡cych wspól-
n¡ trójk¡tn¡ ±cian¦, b¦d¡c¡ poªówk¡ wspólnej kwadratowej ±ciany tych dwóch sze±cianów. W
ten sposób powstanie odbiciowy ostrosªup czworok¡tny o typie k¡towym (3, 4, 3, 4, 6, 6, 6, 6).
Sytuacja ta zostaªa pokazana na Rysunku 4.32. Niezale»nie od uªo»enia tych dwóch sze±cianów,
zawsze zostanie uzyskany ostrosªup o typie k¡towym (3, 4, 3, 4, 6, 6, 6, 6).
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Ad. 3. Wyobra¹my sobie przestrze« wypeªnion¡ na zmian¦ "biaªymi" i "czarnymi" sze±cia-
nami. Nast¦pnie pomy±lmy o podzieleniu tych sze±cianów na zmian¦, tak aby ka»dy "biaªy"
sze±cian s¡siadowaª tylko z "czarnymi" sze±cianami. Wiemy, »e mi¦dzy ka»d¡ par¡ stworzony
zostanie ostrosªup (3, 4, 4, 4, 8, 4, 4, 8) z dwóch sklejonych czworo±cianów. Poª¡czenie nast¦puje
w sposób, który zostaª opisany powy»ej. Otrzymany parkieta» jest parkieta»em odbiciowym
przestrzeni odbiciowymi ostrosªupami czworok¡tnymi o typie k¡towym (3, 4, 3, 4, 6, 6, 6, 6).

Dowód Twierdzenia 1.1.
Na podstawie analizy z Podrozdziaªu 4.4 istniej¡ co najwy»ej trzy odbiciowe ostrosªupy n-k¡tne
dla n ≥ 4.
Na podstawie analizy z Podrozdziaªu 4.5 wszystkie trzy ostrosªupy rzeczywi±cie s¡ klepkami
odbiciowych parkieta»y przestrzeni.
To ko«czy dowód Twierdzenia 1.1.

■
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