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Wstep

,, Niejednego Czytelnika moze zdziwi, Ze kafelki
terakotowe lub marmurowe, po ktorych co dzien
przebiega szybko (...), mogq by¢ przedmiotem
matematycznych rozwazan...”

Szczepan Jelenski

Niniejsza praca dotyczy klasyfikacji kilku szczegdlnie regularnych rodzajow parkietazy
ptaszczyzny. Dokladnie zbadane zostaly trzy typy parkietazy zbudowanych z wielokatéw:

parkietaze foremne, potforemne i odbiciowe.

Praca napisana jest w sposob elementarny, przystepny i zrozumiaty nawet dla mato
zaawansowanego matematycznie czytelnika. Moze by¢ lekturg zaréwno dla uczniow szkot
gimnazjalnych jak i studentéw kierunkow Scistych.

Rozdziat pierwszy ma charakter wprowadzajacy i1 zawiera podstawowe definicje, ktorych
poznanie pomoze odbiorcy w lepszym zrozumieniu p6zniej omawianych zagadnien. Podczas
pisania tego rozdziatu, opierano si¢ o tresci zawarte w ksigzce [2] Romualda Tarczewskiego pt.
“Topologia form strukturalnych”. Kolejna czg$¢ poswigcona jest najbardziej klasycznym
z rodzajow parkietazy, czyli parkietazom foremnym. Nastgpnie, omowione sa parkietaze
potforemne. Nalezy zaznaczy¢, iz pomyst na przeprowadzenie dowodu na sklasyfikowanie
wszystkich parkietazy potforemnych, zostat zaczerpnigty z ksigzki [1] Szczepana Jelenskiego
pt. ,,Sladami Pitagorasa”. W pracy dyplomowej dowéd przedstawiono staranniej oraz znacznie
go rozbudowano. W ostatnim rozdziale omowiono parkietaze odbiciowe. Jest to temat mato
rozpowszechniony lecz mozliwe, iz jednoczes$nie szczegdlnie wart uwagi. Podczas pisania tego
rozdzialu nie wspomagano si¢ zadng literaturg, dlatego tez wszystkie tresci jak 1 dowody, ktore
si¢ w nim znalazly, s owocami pracy autorki, wspartej ogromng pomoca oraz fachowg porada
opiekuna niniejszej pracy licencjackiej, prof. dr hab. Jacka Swiatkowskiego.



1. Podstawowe pojecia dotyczace parkietazy

Na poczatku chciatabym wprowadzi¢ kilka podstawowych definicji. Czym wigc jest

parkietaz?
Definicja 1.1. Parkietaz to pokrycie plaszczyzny plytkami scisle do siebie przylegajgcymi
i niezachodzqcymi na siebie.

Definicja wyklucza mozliwo$¢ powstawania dziur miedzy ptytkami.

Definicja 1.2. Parkietaz wielokgtowy t0 taki parkietaz, ktory utworzony jest z plytek
wielokgtowych, przylegajgcych do siebie scisle catymi bokami.

Definicja ta rozni si¢ od poprzedniej tym, ze wymusza uzycie plytek wielokatowych,
a wezesniej ich ksztaltt mogt by¢ dowolny.

Parkietaz Parkietaz wiclokatowy

Definicja 1.3. Plytka parkietazu to element tworzgcy parkietaz.

Plytka parkietazu

Definicja 1.4. Przystawanie plytek parkietazu oznacza, ze kazda ptytka w parkietazu jest

tej samej wielkosci i tego samego ksztattu.

Parkietaz zaprezentowany powyzej, jest przyktadem parkietazu, w ktorym wystepuja plytki
przystajace (wszystkie sag kwadratami).



Definicja 1.5. Parkietaz n- plytkowy to parkietaz, ktory utworzony jest z n typow roéznych

g

Parkietaz wielokatowy trzyptytkowy  Parkietaz wielokatowy dwuplytkowy

Definicja 1.6. Wierzcholek parkietazu to punkt styku wierzchotkow plytek wielokgtowych,

tworzgcych dany parkietaz.

\

wierzchotek parkietazu

Definicja 1.7. Przystawanie wierzcholkow parkietazu oznacza, ze w wierzchotkach tego

parkietazu schodzq sie takie same typy plytek wielokgtowych i w tej samej kolejnosci.

Definicja 1.8. Parkietaz z plaskq grupg symetrii t0 parkietaz, ktorego wzor jest zachowany

przez translacje w dwoch roznych kierunkach.

Translacja jest jednym z rodzajow izometrii, czyli zachowuje ksztatt i rozmiar wszystkich
figur. To przeksztalcenie, ktore wszystkie punkty ptaszczyzny przesuwa rownolegle 0 ustalony
wektor.

/|
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2. Parkietaze foremne

W tym rozdziale wprowadzimy pojecie parkietazu foremnego. Znajdziemy wszystkie
rodzaje takich parkietazy na ptaszczyznie, a na koncu sprawdzimy czy posiadajg ptaska grupe
symetrii.

Definicja 2.1. Parkietaz foremny to parkietaz wielokqtowy sktadajqcy sie z przystajgcych

wielokqtow foremnych, ktorych jednakowa liczba schodzi sie w kazdym wierzchotku

parkietazu.

Parkietaz utworzony z plytek w ksztalcie przystajacych kwadratow, jest przyktadem parkietazu
foremnego i najbardziej klasycznym przyktadem parkietazu w ogole.

2.1. Oznaczenia parkietazy foremnych

Sposéb w jaki oznaczamy parkietaze foremne, najlatwiej bedzie zaprezentowaé na
przyktadzie. Wezmy parkietaz utworzony z przystajacych ptytek w ksztalcie sze$ciokatow
foremnych. Wierzchotki w tym parkietazu rowniez beda przystajace, wigc zgodnie z definicja
jest to parkietaz foremny. Spojrzmy na jeden z wierzchotkow. Stykaja si¢ w nim trzy ptytki
w ksztalcie szesciokata. Oznaczenie tego parkietazu jest nastepujace: 6 — 6 — 6. Uzyte liczby,
oznaczajg n —kat foremny, stad cyfra 6 w tym konkretnym przypadku. To, ile cyfr jest we
wzorze informuje nas o tym, ile wielokatow styka si¢ w jednym wierzchotku. Znow,
w wierzchotku rozpatrywanego parkietazu spotykaja si¢ trzy szesciokaty foremne, stad cyfr
6 jest wlasnie trzy.



2.2. Klasyfikacja parkietazy foremnych

Wiemy juz, jak definiujemy parkietaze foremne. Znamy réwniez ich oznaczenia. Nasuwa
si¢ teraz pytanie: ile takich parkietazy jest? Chcemy wigc dowiedzie¢ si¢, na ile sposoboéw
mozna wypehi¢ ptaszczyzne przystajacymi wielokatami foremnymi.

Na poczatku sprawdzmy, przy uzyciu jakich przystajacych wielokgtow foremnych,
szczelnie wypelnimy ptaszczyzng wokoét punktu. Wiemy, ze katy wewngtrzne
W przystajacych wielokatach foremnych sa rowne. Niech n oznacza liczbe katow
wielokata foremnego, natomiast k — liczbe wielokatow foremnych stykajacych sie
W wierzchotku parkietazu, gdzie n, k € N.

Spostrzezenie 2.2.1 W kazdym wierzchotku parkietazu foremnego styka sie k kqtow rownej
miary, ktorych suma wynosi 360°.

Niech a oznacza miar¢ kata wewnetrznego wielokata foremnego. Zgodnie ze Spostrzezeniem

2.2.1 mozemy zapisac, ze k - @ = 360° 1 dalej, ze

360°
(2.2.2) —
“T7%

Fakt 2.2.3 Tréjkgt rownoboczny jest wielokgtem foremnym o najmniejszej mierze kqta

wewnetrznego.

Wynika z tego, ze szukana miara kata a musi spetnia¢ warunek 60° < a. Dodatkowo:
Spostrzezenie 2.2.4 Nie istnieje Zaden wielokqt foremny, ktorego kqt wewnetrzny bedzie
mial miare wigkszq lub rowng 180°.

Korzystajac z Faktu 2.2.3 i Spostrzezenia 2.2.4, zauwazamy, ze katow @ musimy szukaé
w przedziale 60° < o < 180°. Korzystajac ze wzoru (2.2.2), dostajemy nierownosci

o

3
60° <

< 180°,
i dalej

<-=<

N =

N =
e

Po przeksztalceniach otrzymujemy nastgpujace oszacowanie na k:
2<kc<e.

Z zalozenia k € N, czyli 3 < k < 6. Sprawdzmy wiec, czy w jednym wierzchotku moze stykaé
si¢ odpowiednio 3,4,5lub 6 przystajacych wielokatow foremnych. Podstawiajac k do
réwnania (2.2.2), od razu dostajemy miar¢ kata a. Sprawdzamy tym samym, jaka miare¢
musiatyby mie¢ katy wewnetrzne w wielokatach foremnych, gdyby stykato si¢ ich
k w jednym punkcie.



1° k=3 a =2 =120°,
2° k=4 a =2 =90°,
3° k=5 =22 =720,
42 k=6 = 3% — 60e.

Nastepnie musimy sprawdzi¢, czy istnieja wielokaty foremne o miarach katow
wewnetrznych  rownych czterem powyzszym. Wyprowadzmy wzoér na miarge kata
wewnetrznego w  wielokgcie foremnym. W n-kacie foremnym liczba przekatnych
wychodzacych z jednego wierzchotka wynosi n — 3. PoprowadZzmy te przekatne z jednego
wierzchotka dowolnego wielokata foremnego.

Przekatne podzielity wielokat na n — 2 trojkaty. Suma miar katow w trojkacie jest rowna
180°, zatem suma miar katdow wewnetrznych wielokata foremnego, bedzie wynosita
180°- (n — 2). Aby obliczy¢ miar¢ jednego kata wewngtrznego wielokata foremnego,
wystarczy podzieli¢ sume miar wszystkich katéw wewnetrznych, przez liczbe katéw
w wielokacie.

. 180°- (n—-2
Whniosek 2.2.5 Miara kgta wewnetrznego w wielokgcie foremnym wynosi 1807 (n-2) .

Korzystajac z powyzszego wzoru, mozemy sprawdzi¢, ze 60° jest miarg kata wewngtrznego
trojkata rownobocznego, 90° — kwadratu, 120° — szesciokata foremnego. Sprawdzamy, czy
istnieje wielokat foremny, ktérego miara kata wewnetrznego jest rowna 72°:

180°- (n—2) _
- =

72°,

Po obliczeniach dostajemy, ze n = 3§, a wiec n € N. Taki wielokat zatem nie istnieje i tym
samym wypelnienie plaszczyzny wokol punktu pigcioma przystajacymi wielokatami

foremnymi jest niemozliwe.



Do tej pory pokazaliSmy, ze ptaszczyzng wokdt punktu mozna wypehié szczelnie za
pomoca szesciu, czterech oraz trzech takich samych wielokatow foremnych, a doktadniej
uzywajac trojkatow rownobocznych, kwadratow i szesciokagtow foremnych.

oE

Nalezatoby sprawdzi¢, czy gdy bedziemy doktadaé kolejne ptytki wokdt pozostatych

punktow (wierzchotkow wielokata foremnego), to czy wypelniona szczelnie bedzie cata
ptaszczyzna wokot nich. Jest jednak oczywiste, ze tak bedzie. Dostajemy trzy jedyne parkietaze
foremne.

Whniosek 2.2.6  Istniejg dokladnie trzy parkietaze foremne. Sq to parkietaze
0 nastepujgcych oznaczeniach:
3-3-3-3-3-3, 4—4—-4—4, 6—6—6.

Parkietaze foremne

_ |

3-3-3-3-3-3 4—4—-4-4
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2.3. Parkietaze foremne sa parkietazami z plaska grupa symetrii

Wszystkie trzy parkietaze foremne posiadaja ptaska grupe symetrii, poniewaz istnieja dla
nich translacje w dwoch réznych kierunkach zachowuje wzor parkietazu. Wektory takich
przyktadowych par translacji zaprezentowane sg na rysunkach ponize;j.

-11 -



3. Parkietaze pé6iforemne

W tym rozdziale wprowadzimy pojecie parkietazu potforemnego oraz opiszemy wszystkie
takie parkietaze na plaszczyznie. Na koncu sprawdzimy czy parkietaze potforemne posiadaja
ptaska grup¢ symetrii.

Definicja 3.1 Parkietaz potforemny to parkietaz wielokqtowy skladajgcy si¢ roznych typow

wielokqtow foremnych, w ktorym wszystkie wierzchotki sq przystajgce.

Zgodnie z definicja, zauwazamy, ze roznica miedzy parkietazami foremnymi
a potforemnymi jest taka, ze w tych pierwszych mogt wystepowac tylko jeden rodzaj wielokata,
w drugich - mozemy juz uzywac roznych wielokatow. Jest to jedyna réznica, poniewaz wciaz
wielokaty musza by¢ foremne oraz wierzchotki przystajace.

Parkietaz zaprezentowany ponizej (Rysunek 1) jest utworzony z przystajacych trojkatow
réwnobocznych oraz szesciokatow foremnych, rowniez o tej samej dlugosci bokow. Jest on
przyktadem parkietazu potforemnego.

Rysunek 1

3.1. Oznaczenia parkietazy pétforemnych

Parkietaze potforemne oznaczamy w sposob analogiczny do foremnych. Wierzchotki sa
przystajace, wiec wystarczy opisa¢ wielokaty, ktore wystepuja kolejno przy jednym,
wybranym, wierzchotku parkietazu i bedzie to rownowazne z 0znaczeniem catego parkietazu.

Spojrzmy na parkietaz na Rysunku 2 na nastepnej stronie. W jego wierzchotkach stykaja
si¢ wierzchotki dwoch ptytek w ksztalcie szeSciokata foremnego oraz dwoch w ksztalcie
trojkata foremnego. Wazna przy oznaczaniu parkietazy potforemnych jest kolejnos¢, w jakiej
ptytki wystepuja po sobie naokoto wierzchotka. Oznaczeniem tego parkietazu jest
3 — 6 — 3 — 6, poniewaz trojkaty wystepuja na przemian z szesciokgtami.

-12 -



4—-3-4-6

v\\\\3—6—3—6

Rysunek 2 Rysunek 3

Przy oznaczaniu nie jest istotne, od jakiego wielokata zaczniemy wypisywaé pozostale.
Wypisane ponizej oznaczenia do parkietazu zaprezentowanego na Rysunku 3, sg sobie

rownowazne i kazde z nich wyznacza doktadnie jeden, ten sam parkietaz.

4-3-4-63-4-6—-4=4-6—-4-3<=6—-4—-3-4

3.2. Klasyfikacja parkietazy polforemnych

Aby odpowiedzie¢ na pytanie: ile jest roznych parkietazy potforemnych, musimy najpierw
sprawdzi¢, jakimi kombinacjami roéznych wielokatow foremnych, szczelnie wypetlnimy
ptaszczyzne dookota jednego punktu. Nastepnie nalezy zbadaé, czy wokot kazdego punktu
(wierzchotka wielokata foremnego) ptaszczyzna rowniez bedzie wypelniona. Dopiero, gdy ten
element bedzie zapewniony, bedziemy mieli parkietaz.

Spostrzezenie 3.2.1 Wokot wierzchotka parkietazu potforemnego skupia sie k kqtow

wewnetrznych wielokgtow foremnych, ktore w sumie majg miareg 360°.

Liczbe katow skupiajacych sie¢ w jednym punkcie, mozemy oszacowaé w nastepujacy
sposob: 3 < k < 6, gdzie k € N. Oszacowanie od gory, wynika z tego, ze w jednym punkcie
moze stykac¢ si¢ maksymalnie sze$¢ trojkatow réwnobocznych. Miara kata wewngtrznego
trojkata rownobocznego wynosi 60° i jest ona najmniejsza ze wszystkich wielokatow
foremnych (Fakt 2.2.3), dlatego niemozliwe bytoby utozenie w jednym wierzchotku parkietazu
wiekszej liczby wielokatéw foremnych. Przypadek z sze$cioma trojkatami rownobocznymi
w wierzchotku daje parkietaz foremny, dlatego ograniczamy si¢ do szukania mozliwych
kombinacji maksymalnie pigciu wielokatow foremnych. Oszacowanie od dotu jest
nastepstwem Spostrzezenia 2.2.4.

Sprawdzmy wiec, jakimi kombinacjami niejednakowych wielokatéw foremnych mozna
wypehni¢ plaszczyzng dookota jednego punktu, uzywajac od trzech do pieciu figur:

-13-



1° Przypadek k = 3 wiclokatow wokot wierzchotka.

Oznaczmy kolejne figury jako n,-kat foremny, n,-kat foremny oraz n;-kat foremny, przy
czym 3 <n,; <n, <ng i ny,nyn3 €N. Korzystajac z Wniosku 2.2.5, dodajmy po
jednym kacie wewnetrznym z kazdego wielokata foremnego:

(n, —2)-180° N (n, —2)-180° N (ng —2)-180°

ny n; ni

Aby wielokaty szczelnie wypehity calg ptaszczyzne wokot ustalonego punktu, suma ta
musi by¢ rowna 360°:
(ny —2)-180° N (n, —2)-180° N (n3 —2)-180°

nq n; ni

= 360°.

Po przeksztatceniu otrzymujemy nastepujaca rownosc:

(n1—2)+(n2—2)+(n3—2)=

2,

czyli

Ostatecznie dostajemy rownos¢ w postaci

1 1 1 1
(3.2.2) —_—t—+—=—,
ng, n, nz 2

Zauwazmy, ze 3 < n, < 6. Szacowanie z dotu wynika z zalozen poczatkowych, gorne
natomiast - bezposrednio z réwnosci (3.2.2). Dokladniej, gdy przyjmiemy, ze n, = 6,
pozostale wielokaty musza by¢ roéwniez co najmniej szesciokatami foremnymi. PO
podstawieniu do rownania n; = n, = n3 = 6 otrzymamy réwnos¢. Widac, ze n, nie moze
by¢ wigksze od 6, poniewaz w takim przypadku lewa strona réwnania bedzie zawsze
mniejsza od prawej. Ztozenie w jednym wierzchotku trzech wielokatow w ksztalcie
sze$ciokatow foremnych, to poznany wczesniej parkietaz foremny, stad rozpatrujemy
n, < 6. Sprawdzmy mozliwe kombinacje wielokatow, stykajacych si¢ w jednym
wierzchotku, gdy n; =3, n; =4, n; =5.

* ng = 3.
Podstawiamy warto$¢ n; do wzoru (3.2.2) i dostajemy rownosé

1+1+1_1 kad 1+1_1
3 n, ng 2’ Sx4 n, nz 6

Z ostatniej réwnosci od razu wynika, ze 6 < n,, a poniewaz n, < ns, dostajemy takze

nierownosé

-14 -



1 1 1 1 1 2
- =—+—<—+—=—
6 n, ng n, n, n,

a stad n, < 12. Ostatecznie wigc mamy oszacowanie 6 < n, < 12.

* ng = 4,
Wtedy mamy rownos¢

11,11 01 11
4 n, n; 2 sx4 n, mng 4

Z rdwnosci tej wynika, ze 4 < n,, a poniewaz n, < ns, dostajemy takze nieréwnos¢

1 1 1 1 1 2
—=—+—<—+—=—
4 n, ng n, n, n,

)

a wtedy n, < 8. Ostatecznie mamy oszacowanie 4 < n, < 8.

* ng = 5.

Znow podstawiamy wartos¢ n, do wzoru (3.2.2) i dostajemy roéwnosé

1 N 1 N 1 1 kad 1 N 1 3

—+—+—==, s —t—=—

5 n, ny; 2 2 n, ng; 10
Z ostatniej réwnosci od razu wynika, ze 4 < n,, a poniewaz n, < ns, dostajemy takze
nierdownos¢

3 1 1 1 1

= + < + _2 kad <20<7
10 n, ng_n, n, ny skad - M =g '

a stad n, < 7. Ostatecznie mamy oszacowanie 4 < n, < 7.

Dla kazdego przypadku, podstawiamy wartosci n4, n, z podanego przedziatu do wzoru (3.2.2),
a nastepnie wyliczamy ns. Postugujac sie tg metoda otrzymujemy dwanascie kombinacji liczb
n, < n, < ns, ktore spetniajg rownos¢ (3.2.2). Sa one nastgpujace:

ny=3,6<n, <12, n, <nj n,=44<n,<8 n, <ng
a)ng =3, npb =7, ng =42, g n, =4, n, =5 n3=20,
b) n; =3, n, =8, n3 =24, hyn, =4, n, =6, ng =12,
c)n, =3, n,=9, ny; =18, )n, =4 n,=7, n3z9§,
d) n, =3, n, =10, ny =15, ) n,=4 n,=8, ny =8
e) ny =3, n, =11, ny; = 13,2,
f) ny =3, n, =12, ny = 12. ny=54<n,<6n, <ng

k)n1=5,n2=5,n3=10,
I) n1=5, n2=6, n3=7,5.

-15-



Jednak jedynie trzy z wypisanych powyzej kombinacji dajg mozliwo$¢ utozenia parkietazu,
a doktadnie kombinacje z podpunktow f), h) 1j). Przyktadéw e), 1) oraz 1) w ogole nie bierzemy
pod uwage, poniewaz nz; €N, co jest sprzeczne z zalozeniami poczatkowymi.
W pozostatych przypadkach, plaszczyzna dookota punktu co prawda bedzie zapeiniona
catkowicie konkretnymi trzema wielokatami, ale nie da si¢ tego zespotu figur powtorzy¢ przy
wszystkich wierzchotkach. Spéjrzmy nizej, na Rysunek 4, ktory ilustruje przyktad
z wierzchotkiem o oznaczeniu 5 — 5 — 10 (co odpowiada otrzymanej powyzej kombinacji k)).
Probujac pokry¢ ptaszczyznge wokot pieciokata foremnego, zaznaczonego na Czerwono,
wielokgtami zgodnie z powyzszym oznaczeniem, Widzimy, ze przy czterech wierzcholtkach tej
figury ptaszczyzna jest szczelnie wypetniona. Jednak nie da si¢ powtorzyé tego zespotu
wielokatow przy piatym wierzchotku zaznaczonego pigciokata. Wynika z tego, ze z podanych
wielokatéw nie mozna stworzy¢ parkietazu, ktory wokot wszystkich wierzchotkéw spetniatby
zadang regule, dotyczacg przystawania wierzchotkéw parkietazu.

Rysunek 4

Analogiczna sytuacja wystepuje W przypadku pozostatych kombinacji, z wyjatkiem f), h) i j).
Wynika to z nastgpujacej ogolnej obserwacji.

Spostrzezenie 3.2.3 Jezeli jedna z liczb nq, n,, n; jest nieparzysta, a pozostate dwie sq od
siebie rozne, to nie istnieje parkietaz potforemny 0 0znaczeniu ny, — n, — ns.

Uzasadnienie: Niech n, bedzie liczbg nieparzystg oraz niech n, # n;. Aby wzor parkietazu byt
zachowany, n,-kat i n3-kat musza przylega¢ do kolejnych bokow wielokata n, na przemian.
Latwo jednak zauwazy¢, iz taka naprzemiennos$¢ plytek bytaby mozliwa tylko wtedy, gdyby
n,; bylo parzyste. W przeciwnym przypadku, przy jednym wierzchotku n,-kata foremnego

uktad n; — n, — n3 nigdy nie wystapi.

Powyzsze uzasadnienie dobrze ilustruje Rysunku 5 widoczny na nastepnej stronie, na ktorym
przedstawiony jest przypadek gdy n, = 5.

Zastosowanie Spostrzezenia 3.2.3 wyklucza przypadki a), b), c), d), g), k).
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ns — kat

Rysunek 5

Podsumowujac powyzsze rozwazania, stwierdzamy ze parkietaze potforemne z trzema
wielokgtami foremnymi w jednym wierzchotku to przedstawione na rysunkach ponizej
parkietaze 4 —8—8, 4—6—12 oraz 3 —12 — 12.

i

4-6-12 3—12-12

PrzejdZmy teraz do przypadku, gdy w punkcie stykaja si¢ cztery wierzchotki wielokatow
foremnych.

2° Przypadek k = 4 wielokagtow wokot wierzchotka.

Tak jak poprzednio oznaczmy figury jako n,-kat foremny, n,-kat foremny oraz n;-kat
foremny i n,-kat foremny przy czym 3 <n; <n, <ns<ny, i nqn,nsn, €N.
Rozwazmy po jednym kacie wewnetrznym z kazdego z tych czterech wielokatow
i dodajmy je do siebie. Przyréwnujemy tg sume do 360°:

(n, —2)-180° (n,—2)-180° (n3—2)-180° (n,—2)-180°
+ + +
n, n; ni Ny

= 360°.

Po przeksztatceniach, ostatecznie otrzymujemy ponizszg réwnos¢

(3.2.4) l+i+i+i=1_
ng n; N3z Ny
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Poniewaz n; < n, < n; < n, otrzymujemy nastepujaca nierownosc:

awtedy n; < 4. Alegdy n, =410 4 <n, <nz <n,iwidac, ze rownosc (3.2.4) moze
zachodzi¢ tylko dla n, = n; = n, = 4. Przypadek ten, czyli gdy n; = n, = n; = n, = 4,
wyznacza parkietaz foremny utworzony z kwadratow. Poniewaz nie jest to parkietaz
potforemny, ostatecznie mamy oszacowanie 3 <n; < 4, a to daje rowno$¢ n; = 3.
Pozostaje nam jedynie sprawdzi¢ mozliwe kombinacje wielokatow, kiedy pierwszy z nich
jest trojkatem, czyli gdy nq = 3.

W tej sytuacji, rownos¢ (3.2.4) przybierze postac

1 1 1 1
—+—+—+—=1,
3 n, n3 ny
skad
1 1 1 2
(3.2.5) it _=
n, ng ng, 3

Ponadto dlatego ze n, < nz < nj, dostajemy takze nierdownos¢

2 1 1 1 1 1 1 3

—=—t—Ft—<—+—+—=—,

3 N, ng ng Ny, N, N, Ny
skad

9
n2SE<5

Ostatecznie wiec mamy oszacowanie 3 < n, < 5.

Dalej szacujemy ns, przy dwoch mozliwych do przyjecia wartosciach dla n,.

* Ny, = 3.
Podstawiamy warto$¢ n; do wzoru (3.2.5) i dostajemy rownosé

1 1 1 2

3 ng n, 3’
skad
1 1 1
n ny 3

Dodatkowo, poniewaz n; < n,, dostajemy takze nierownos¢

a wtedy n; < 6. Ostatecznie dostajemy oszacowanie 3 < nz < 6.
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* N, = 4,
Wtedy rownos¢ (3.2.5) przybiera postac

1 1 1 2
Tt Ty
skad
1 1 5

ny ng 12°
Dodatkowo, poniewaz 4 = n, < nz; < n,, dostajemy nieroéwnosc¢

s_ 1,1 1. 1 2 o 24
12 ny n,oms o ons g a4 =Ty '

Ostatecznie wiec mamy wtedy rownosé n3 = 4.

Podstawiamy oszacowane warto$ci n;, n,, ns; do rownosci (3.2.4) i nastgpnie wyliczamy n,.
Wszystkie mozliwe kombinacje liczb n; < n, < ny < ny, ktore spetniaja rownos¢ (3.2.4) to:
ny=3 n;,=3,3<n3<6n3<n, n =3 n=4n;=4n;<n,

a)ny; =3, ny, =3, n3 =3, nynieistnieje, e) n, =3, n,=4, ny=4, n, = 6.

bYn, =3, n, =3, n3 =4, n, =12,

¢)n, =3, n, =3, ng=5, n, =7,5,

d)n, =3, n, =3, n3=6, n, =6.

W podpunkcie a’) dostajemy rowno$¢ 0 = ni co jest sprzeczne. W podpunkcie ¢”)
4

otrzymujemy n, € N, wigc tego przypadku roéwniez nie bierzemy pod uwage. Pozostale
kombinacje wielokatéw nalezy rozpatrze¢ ze wzgledu na kolejnos¢ utozenie figur wokot
jednego wierzchotka parkietazu. Wielokaty z podpunktu b’) mozemy utozy¢ wokot
wierzchotka parkietazu na dwa r6zne sposoby, a doktadnie w kolejnosci 3 —4 — 3 — 12 oraz
3 —3—4—12. W obu przypadkach sprobujemy pokry¢ fragment plaszczyzny wielokatami,
ktore wskazane sa w oznaczeniach oraz zadanej przez te oznaczenia kolejnosci, wokoét
czerwonego trojkata rownobocznego zgodnie z wybranym symbolem.

Rysunek 6 Rysunek 7

Na powyzszych ilustracjach wida¢, ze przy dwoch wierzchotkach zaznaczonego trojkata
plaszczyzna jest szczelnie wypeklniona przy uzyciu odpowiednich figur. Jednak w trzecim
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wierzchotku stykaja si¢ trojkat 1 dwa dwunastokaty foremne, co jest sprzeczne
z przystawaniem wierzchotkow parkietazu z Definicji 3.1. Taka sama sytuacja wystepuje
w obu przypadkach. Nie istnieje zatem parkietaz ani 0 oznaczeniu 3 — 4 — 3 — 12 (Rysunek
6), ani 3 —3 —4 — 12 (Rysunek 7).

Zajmijmy si¢ teraz konfiguracja wielokatow z podpunktu d’). Tak jak poprzednio, wielokaty
przy wierzchotku mozna utozy¢ w dwoch réznych kolejnosciach, mianowicie 3 —6—3 — 6
1 3—3—6—6. Kombinacja 3 — 6 — 3 — 6 daje parkietaz, ktéry pokazany jest na nastgpnej
stronie na Rysunku 10. Nie istnieje jednak parkietaz o oznaczeniu 3 — 3 — 6 — 6, poniewaz
zndw nie da si¢ powtdrzy¢ tego samego uktadu figur przy trzecim wierzchotku czerwonego
trojkata (Rysunek 8).

Sytuacja powtarza si¢, gdy rozwazymy kombinacj¢ z ostatniego podpunktu, tzn. ¢’). Te
konkretne wielokaty foremne mozna utozy¢ wokot wierzchotka w kolejnosci 3 —4 — 6 — 4
oraz 3 — 6 — 4 — 4. Pierwszy uktad figur daje parkietaz, ktory zaprezentowany jest ponizej na
Rysunku 11 na nast¢pnej stronie. Drugi wariant ulozenia wielokatow, o oznaczeniu
3 — 6 —4 — 4, nie tworzy parkietazu. Powod jest taki sam jak poprzednio, czyli nie jest
mozliwe powtoérzenie tych samych wielokatow w identycznej kolejnosci w kazdym
wierzchotku, co jest warunkiem koniecznym do tego, aby parkietaz byl potforemny. Na
Rysunku 9 wida¢, jak przy jednym wierzchotku czerwonego trojkata spotykaja si¢ wielokaty
w innej kolejno$ci niz zadana wzorem, a doktadnie trojkat, kwadrat, szesciokat foremny
1 kwadrat, zamiast trojkat, szesciokat foremny, kwadrat, kwadrat.

Rysunek 8 Rysunek 9
Podsumowujac powyzsze rozwazania, stwierdzamy, ze jedyne parkietaze potforemne
z czterema wielokgtami foremnymi w jednym wierzchotku to parkietaze z Rysunkéw 100 11.

3—-6—3-6 3—4-6-4
Rysunek 10 Rysunek 11
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Do rozpatrzenia pozostal ostatni przypadek czyli, gdy w punkcie styka¢ si¢ bedzie pigé
wierzchotkow wielokatow foremnych.

3° Przypadek k = 5 wiclokgtow wokot wierzchotka.

Zachowajmy oznaczenie z poprzednich przypadkow oraz dodatkowo wprowadzmy piaty
wielokat foremny: ng-kat foremny przy czym 3 <n; <n, <n; <n, <ngoraz
ny, ..., ns € N. Dodajmy po jednym kacie wewnetrznym z kazdego wielokata foremnego

1 przyrOwnajmy ta sume do 360°:

n, —2)-180° n, —2)-180° ne —2) - 180°
(. =2):180° (np=2)-180°  (n5—2)
ny n; Nns

= 360°.

Wykonujac kilka przeksztatcen ostatecznie dochodzimy do ponizszej réwnosci
(3.2.6) —+—+—+—F+—==.

Zauwazmy, ze n; =3, poniewaz 3<n; <n,<nz<n,<ns, a z tego wynika

nastepujaca nierdwnosé

Podstawiamy n; = 3 do rownosci (3.2.6) i dostajemy

1 1 1 1 7

2. —t—+—+—=-—.
(3.2.7) n, ng n, ng 6

Dalej szacujemy n, i dochodzimy do tego, ze n, = 3, poniewaz 3 < n, < nz; < n, < ng,

a wtedy
7 1 1 1 1 1 1 1 1 4 24
-=—+—+—+—<—+—+—+—=—, skad n, <—=—<4
6 n, ng n, Ng N, Ny, N, N, N, 7

Podstawiamy wyliczone n, do rownosci (3.2.7) i otrzymujemy

1 1 1 5
(3.2.8) —t+—+—=-.
ny ng ns 6

ns rowniez bedzie rowne 3, poniewaz 3 < nz < n, < ng i dalej
5 1 1 1 1 1 1 3

18
—=—4—+—<—+—+—=—, skad n3<—<4
6 ng ng nNg ng ng n3 N A 3= 5

Podstawiamy n; = 3 do réwnosci (3.2.8) i otrzymujemy

1 1 1
(3.2.9) — 4=
n, nsg 2
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Dalej szacujemy n, i dostajemy zakres 3 < n, < 4, poniewaz 3 < n, < n., a wtedy

1 1 1 1 1 2
S=—+—<—4—=—,
2 n, ng ng ng ny
Podstawiamy n, = 3 i n, = 4 do réwnosci (3.2.9) i otrzymujemy dwie mozliwe kombinacje
pokrycia plaszczyzny dookota jednego punktu pigcioma wielokatami foremnymi:

aYn,=n,=n3=3, ng=3, ng =6,

b Yn, =n, =n3 =3, ng =4, ng =4.

Wielokaty foremne z podpunktu a”) mozna utozy¢ wokot wierzchotka tylko w jeden sposob
i beda one wyznaczaty parkietaz potforemny o oznaczeniu 3 — 3 — 3 — 3 — 6 (Rysunek 12).
Natomiast figury z drugiego punktu, mozna juz ulozy¢ na dwa rézne sposoby. W jednym
przypadku wielokaty wyznacza wierzchotek o oznaczeniu 3 — 3 — 3 — 4 — 4, aw drugim, gdy
zmienimy kolejno$¢ ich wystgpowania: 3 —4 —3 —4 — 3. Oba powyzsze przypadki
konfiguracji wielokgtow wyznaczajg parkietaz i sa zilustrowane kolejno na Rysunkach 13 i 14.

Podsumowujac rozwazania w przypadku 3°, parkietaze potforemne z pigcioma wielokatami
foremnymi w jednym wierzchotku to parkietaze z Rysunkow 12,13 1 14.

3—3-3-3-6 3—3-3-4-4 3—4-3-4-3

Rysunek 12 Rysunek 13 Rysunek 14
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Rozpatrzylismy juz wszystkie przypadki. Mozemy wyciagna¢ nastepujacy wniosek:

Whniosek 3.2.9 Istnieje doktadnie osiem parkietazy polforemnych. Sq to parkietaze

0 nastgpujgcych oznaczeniach:

3—-6—-3-6, 3—4—-6-4, 4—-8-8, 4—-6-12, 3—-12-12,
3—-3-3-3-6, 3—-3-3-4-4, 3—-4-3-4-3.

Wszystkie parkietaze potforemne sg zilustrowane ponizej.

Parkietaze pétforemne

i

4—6-12
3-3-3-4-4 3—-12-12 3—-4-6-4
iE!iE;iiiiigiE; ;iglélglgigig :E;E:E;Eiigzii
3-3-3-3-6 3—4-3-4-3 3-6-3-6
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3.3. Parkietaze potforemne sg parkietazami z plaska grupa symetrii

Kazdy parkietaz potforemny posiada ptaska grupe symetrii, poniewaz istnieja dla nich takie
dwie translacje w dwoch roéznych kierunkach, ktore zachowuja wzor parkietazu. Wektory
takich przyktadowych par translacji zaprezentowane sg na rysunkach ponize;.
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4. Parkietaze odbiciowe

Ten rozdziat poswigcony jest parkietazom odbiciowym. Sklasyfikujemy wszystkie rodzaje
takich parkietazy na ptaszczyznie oraz sprawdzimy czy posiadajg ptaska grupe symetrii.

Definicja 4.1 Parkietaz odbiciowy to parkietaz wielokgtowy, w ktorym kazde dwie plytki

majgce wspolny bok, sq do siebie symetryczne wzgledem osi zawierajgcej ten bok.

Przyktad ptytek, ktore sg do siebie symetryczne wzgledem osi zawierajgcej bok,
zaprezentowany jest na Rysunku 15. Widzimy, Ze sg one swoim lustrzanym odbiciem.

Rysunek 15

Gdy powtorzymy czynnosc¢ i kolejne ptytki rowniez bedziemy odbija¢ od siebie wzgledem osi
zawierajace] bok, zauwazymy, ze kazde dwie przylegajace do siebie plytki sg przystajace.
Z przechodniosci, kazde dwie w takim ciggu kolejno odbijanych ptytek sa przystajace.

Rysunek 16

Z przechodniodci przystawania mozemy wywnioskowaé, ze kazda ptytka w ciggu jest
przystajaca do wyjsciowej ptytki a. Poniewaz od kazdej ptytki odbiciowego parkietazu, do
kazdej innej ptytki, mozna przejs¢ za pomoca podobnego ciggu kolejno odbijanych ptytek,
wszystkie ptytki w odbiciowym parkietazu sg przystajace. Wynika z tego, ze Definicja 4.1
wymusza uzycie tylko jednej ptytki. Zapiszmy spostrzezenie:

Spostrzezenie 4.2 Wszystkie plytki w parkietazu odbiciowym sq przystajgce.

Parkietaz utworzony z plytek w ksztalcie przystajacych prostokatow (Rysunek 17), jest
przyktadem parkietazu odbiciowego.
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Parkietaz odbiciowy
Rysunek 17

4.1. Klasyfikacja parkietazy odbiciowych

Aby znalez¢ wszystkie parkietaze odbiciowe, zbadamy, w jaki sposob, zgodnie z reguly
odbiciows, zapehi¢ ptytkami fragment ptaszczyzny wokot jednego punktu. Bedziemy odbijaé
wielokat wzgledem bokéw wychodzacych z ustalonego wierzchotka i obserwowac, czy tworzy
si¢ czgsciowy parkietaz wokot tego konkretnego wierzchotka.

Parkietaze odbiciowe mozna sklasyfikowa¢ ze wzgledu na typy wierzchotkow jakie
w nich wystepujg. Powstang tym samym trzy grupy tych parkietazy, ktore posiadaja:

o tylko wierzchotki parzyste (czyli takie, w ktorych spotyka si¢ nieparzysta liczba
ptytek), np.:

®) ®)
®) ®)

o tylko wierzchotki nieparzyste (czyli takie, w ktorych spotyka si¢ nieparzysta liczba
ptytek), np.:

e wierzcholki parzyste oraz nieparzyste, np.:
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Przyjrzyjmy si¢ blizej wierzchotkom nieparzystym.

Bedziemy positkowac si¢ Rysunkiem 18. Wezmy dowolny wielokat W i oznaczmy dtugosci
jego bokow przy kacie a jako a i b. Odbijmy ten wielokat wzgledem osi zawierajgcej bok
a (strzatka(1). Wielokat W', ktory powstat po odbiciu rowniez odbijamy, tym razem wzglgdem
osi zawierajacej bok b (strzatka (2)) i dostajemy tym samym wielokat W"'. Boki powstalego
wielokata, zgodnie z regulg odbiciows, powinny stykac si¢ z bokami tej samej dtugosci. Widaé
jednak, ze przy jednym ramieniu kata a, bok dtugosci a, styka si¢ z bokiem dlugosci b. Oznacza
to, ze aby wielokat tworzyl parkietaz odbiciowy musi zachodzi¢ rownos$¢ a = b. Co wigcej,
plytke W mozna przeprowadzi¢ na pozycj¢ ptytki W'’ takze za pomoca pojedynczego odbicia,
wzgledem osi zawierajgcej bok b (strzatka (3)). Aby odbita w ten sposéb ptytka W pokrywata
sie z ptytkg W', ptytka W' musi by¢ osiowo symetryczna wzgledem dwusiecznej kata a. To
samo dotyczy rowniez ptytek W i W'.

w o ¢ w
a |l a
b @ b
®&i l:)@
W
Rysunek 18

Spostrzezenie 4.1.1 W parkietazu odbiciowym, w ktorym wystepuje wierzchotek
z nieparzystq liczbg plytek, dwusieczna kqta przy tym wierzchotku jest osiq symetrii ptytki
przylegtej do tego wierzchotka.

W dalszej czeSci rozdziatu sklasyfikujemy te parkietaze odbiciowe, ktorych wszystkie
wierzchotki sg parzyste. W kolejnym podrozdziale zajmiemy si¢ klasyfikacja wszystkich
pozostatych, czyli takich w ktorych wystepuje przynajmniej jeden wierzchotek nieparzysty.

4.1.1. Klasyfikacja parkietazy odbiciowych z samymi parzystymi
wierzchotkami

W tym podrozdziale postaramy si¢ znalez¢ wszystkie parkietaze odbiciowe z samymi
wierzchotkami parzystymi. Wezmy ptytke n-katng i jej katy oznaczmy jako «;, przy czym
a, = ay = = a,. Oczywiste jest, ze wszystkie katy stykajace si¢ w jednym wierzchotu
parkietazu odbiciowego maja rowng miarg, dlatego aby otrzyma¢ miar¢ jednego z nich
dzielimy, kat pelny na liczbe tych katow w wierzchotku. Miara kata a; bedzie wtedy réwna:

360°
a; = k. )
l
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gdzie k; oznacza liczbe ptytek stykajacych si¢ w wierzchotku kata «a;.

Poniewaz rozwazamy przypadek parzystych wierzchotkdéw, k; bedzie parzyste. Zapiszmy
zatem, ze k; = 2p;, gdzie p; < p; < - < pn, p; € Noraz p; > 2. Powyzszy wzor przyjmie
wtedy postac:

360°

(4.1.1.1) = .
2p;

a;

Sprawdzmy jaka ptytka, uzyta parzyscie wiele razy, mozna bez dziur i naktadania wypetni¢
fragment ptaszczyzny wokot kazdego jej wierzchotka. Oznaczmy figury jako n-kat, przy czym
n € Norazn = 3.

A) Niech n =3, czyli rozpatrujemy parkietaz odbiciowy o wszystkich wierzchotkach
parzystych utworzony z trojkatow.

WezZmy dowolny trojkat i oznaczmy jego katy, w taki sposob jak na Rysunku 19.

Rysunek 19

Fakt 4.1.1.2 Suma miar kqtow wewnetrznych w tréjkgcie wynosi 180°.

Korzystajac z Faktu 4.1.1.2 mozemy zapisac, ze
(4.1.1.3) a, + a, + a; = 180°.
Dodatkowo, miare¢ kazdego z katow trojkata mozemy wyznaczy¢, korzystajac ze wzoru
(4.1.1.1) i zapisac je jako:
_360° _360° 360°

a, —z—pl, a —z—pz, as :E;gdZie P1 SPZ Sp3

Podstawiajac te dane do wzoru (4.1.1.3) otrzymujemy nastepujaca rownosé:
360° 360° 360°
+ +

= 180°.
2p, 2p, 2p3

Po przeksztatceniach doprowadzamy rowno$¢ do ponizszej postaci:

1 1 1
(4.1.1.4) Y+ —=1.
P1 D2 D3

Poniewaz p; < p, < p; dostajemy ponizszg nierdwnos¢
1 1 1 1 1 1 3

l1=—4+—+—<—4—+—=—
Pr P2 P33 P1 P1 P1 D1
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astad 2 < p; < 3.

Obliczmy teraz p, i p3, kolejno dla wartosci p; = 2 oraz p; = 3.

) p1=2
Podstawiamy warto$¢ p,; do wzoru (4.1.1.4) i otrzymujemy réwnos¢é
1 1 1 1 1 1
§+E+E=1' skad EJFE:E'

Patrzac na ostatnig rownos¢, widaé, ze 2 < p,, a poniewaz p, < ps3, dostajemy takze
nierownos¢

1 1 1 1 1 2

-=—+—<—4+—=—,

2 p2 Pz P2 P2 D2

a stad p, < 4. Ostatecznie wigc dostajemy oszacowanie 2 < p, < 4.

Podstawiamy zatem p, = 3, a nast¢pnie p, = 4 do réwnosci (4.1.1.4) i obliczamy ps.
Dostajemy dwa mozliwe rozwigzania:

Q) p1=2, p,=3, p3=6

b) p1=2 p,=4 p3=4
Wartosci te podstawiamy do wzoru (4.1.1.1) i otrzymujemy miary wszystkich katow
dwoch mozliwych trojkatow:

360° 360° 360°
a1=2_2=90°, a2=2_3=60°, a3=2_6=30°

360° 360° 360°
oraz a, 57 = 90°, a, > a 45°, as > 45°

Parkietaze odbiciowe powstate z tych dwoch rodzajow trojkatow, zilustrowane sg na
kolejnej stronie na Rysunkach 20 i 21.

i) p; = 3.
Podstawiamy warto$¢ p,; do wzoru (4.1.1.4) i otrzymujemy rownosé
1 1 1 1 1 2
§+E+E=1, skad E+g=§.

Ponadto, dlatego ze p, < p3, dostajemy takze nierownos¢

2 1 1 1 1 2

B B SN B —

3_192 P3 P2 P2 D2
a stad p, < 3. Ostatecznie dostajemy oszacowanie 3 = p; < p, < 3, czyli p, = 3.

Podstawiamy p; = p, =3 do rownosci (4.1.1.4) i otrzymujemy warto$¢ ps; = 3.
Prowadzi to nas do trzeciego rozwigzania w ramach rozpatrywanego przypadku A):
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C) p1=3' p2=3' p3=3'

Podstawiamy wyliczone warto$ci do wzoru (4.1.1.1) i miary katow przybierajg posta¢

G =5—5=60° = =60° a3 ==—r = 60°

Dostajemy trojkaty rownoboczne, z ktorych utworzymy znany nam juz parkietaz
foremny z oznaczeniem 3 — 3 — 3 — 3 — 3 — 3, widoczny na Rysunku 22.

OtrzymaliSmy trzy mozliwe powstale z trojkatow parkietaze odbiciowe, z samymi
parzystymi wierzchotkami:

Rysunek 20 Rysunek 21

Rysunek 22

Nastepnie sprawdzmy, czy istnieje parkietaz odbiciowy z wylacznie

parzystymi
wierzchotkami, zbudowany z czworokatnych ptytek.

B) Niechn = 4.
Wezmy dowolny czworokat i oznaczmy jego katy jako a4, ay, a3, 4.

Fakt 4.1.1.5 Suma miar kqtow wewnetrznych w czworokgcie wWynosi 360°.

Korzystajac z Faktu 4.1.1.5 mozemy zapisaé, ze
(4116) aq + (04)) + as + ay = 360°.

Miare kazdego z katow czworokata mozemy zapisaC, korzystajac ze wzoru (4.1.1.1)
W nastgpujacy sposob:

_360° _360° _360° _360°
“s 2py’ “2= 2p; = 2ps = 2p4”

gdzie pi <p; <p3 < pa.

Podstawiajac te dane do wzoru (4.1.1.6) otrzymujemy nastepujaca rownosé:
360° N 360° N 360° N 360°

2p, 2p; 2p3 2py

= 360°
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Po przeksztatceniach doprowadzamy powyzsza rownos¢ do postaci:

1 1 1 1
(4.1.1.7) —t— 4 —+—=2.

P1 P2 P3 DPs

Chcemy oszacowac p;. Wiemy, ze p; < p, < p3 < py, wigc dostajemy nierownosé

1 1 1 1 1 1 1 1 4
2=—+—F+—4+—<—+—+—+—=—,
Pr P2 P3 Pa P1 P1 P1 P1 D1

astad p; < 2, czyli p; = 2. Sprawdzmy, jakie warto$ci beda przyjmowaty pozostate p;.
Podstawiamy warto$¢ p, do wzoru (4.1.1.7) i otrzymujemy rownos¢:
1 1 1 1 1 1 1

3
-+—+—+—=2, skgd —+—+—=-.
2 p; P3 Pa P2 D3 Ds 2

Dodatkowo, poniewaz p, < p3 < p,, dostajemy ponizsza nierd6wnos¢

31 1 1 1 1 1 3
—=—t—+—<—+—+—=—,
2 p2 P3 Ps P2 D2 P2 D2
a stad p, < 2, wiec tak naprawde p, = 2. Po podstawieniu tej wartosci do rownosci
(4.1.1.7) otrzymujemy

1

1+1 3 kad 1+1 1
—+—=—, ska —+—=1.
2 p3 D

2 P3  Da
Dalej szacujemy p5 i dochodzimy do tego, ze p3 = 2, poniewaz 2 < p; < p,, a wtedy

1 1 1 1 2
l=—F+—8<S—4+—=—.
Ps P4+ DP3 P3 D3
Podstawiamy oszacowane warto$ci p; = p, = p3 = 2 do rownosci (4.1.1.7) i obliczamy,
ze p, = 2. Dostajemy, wiec jedno mozliwe rozwiazanie, gdzie p; = p, = p3 = py = 2.
Po podstawieniu tych danych do wzoru (4.1.1.1), otrzymujemy odpowiednie miary katow
w czworokacie:

Wynika z tego, iz wszystkie katy w plytce czworokatnej muszg by¢ proste. Mozemy
wyciagna¢ nastepujacy wniosek:

Whniosek 4.1.1.8 Dowolna prostokgtna plytka tworzy parkietaz odbiciowy.
Z Whniosku 4.1.1.8 wynika kolejny:

Whniosek 4.1.1.9 Jest nieskonczenie wiele parkietazy odbiciowych utworzonych
z prostokqtnych plytek, bo ksztalt takiej prostokgtnej ptytki jest dowolny.

Przyktad jednego z takich parkietazy zaprezentowany jest na stronie 26 na Rysunku 17.
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PrzeprowadZmy analogiczny dowdd i dowiedzmy sie czy istnieje jaki$ parkietaz odbiciowy ze

wszystkimi wierzchotkami parzystymi, zbudowany z przystajacych n-katoéw, gdzie n > 5.

C) Niechn > 5.
Oznaczmy katy wiclokata jako a;, ay, ..., a,. Taki sam tok rozumowania, ktory postuzyt do
wyprowadzenia Wniosku 2.2.5, daje nastgpujacy ogdélny wzér na sume katow
wewnetrznych w n-kacie:

(4.1.1.10) a+a,++a, =Mn-—2)-180°.
Ta jak poprzednio, miar¢ kazdego z katow n-kata mozemy zapisac, postugujac si¢ wzorem
(4.1.1.1), w nastepujacy sposob:
360° 360°
= )y A =
2p; 2Pn
Podstawiajac te dane do wzoru (4.1.1.10) otrzymujemy nastgpujacg rOwnosc:
360° 360° . 360°
2p1 - 2p; 2Pn

, gdzie PL<pP2 <" <Dn

241

= (n—2)-180°.

Po przeksztatceniach doprowadzamy powyzsza rownos¢ do postaci:

1

Chcemy oszacowac p;. Wiemy, ze p; < -+ < p,, wigc dostajemy nierownos¢

n—2 =l+---+l£l+---+l=£, skad p; < - .
P1 Pn D1 P1 D1 n—2
Poniewaz n > 5 to dostajemy ponizsze szacowanie
L o_1s—2o<o,
n—2 n—2

a z tego wynika, ze p; < 2.

Wida¢, ze lewa strona nieréwnosci, nigdy nie bedzie wigksza ani nawet rowna 2. Jest to
jednak sprzeczne z zatozeniami poczatkowymi, gdzie p; = 2. Nie istnieje zatem zaden
parkietaz odbiciowy o samych parzystych wierzchotkach, ktorego ptytka bytaby n-katem,
dlan > 5.

Na tym skonczyty si¢ rozwazania nad parkietazami odbiciowymi o wyltacznie parzystych

wierzchotkach. Przypomnijmy, Ze do tej pory znalezliSmy trzy parkietaze odbiciowe
z trojkatow oraz nieskonczong rodzing parkietazy odbiciowych utworzonych z prostokatow.
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4.1.2. Klasyfikacja parkietazy odbiciowych z co najmniej jednym
nieparzystym wierzcholkiem

Chcemy znalez¢ wszystkie parkietaze odbiciowe, ktéore maja co najmniej jeden
wierzcholek nieparzysty. Gdy si¢ to uda, bedziemy mieli opisany caty zbiér parkietazy
odbiciowych.

Tak samo jak w poprzednim podrozdziale, oznaczmy figury jako n-katy, przy czymn € N
oraz n = 3. W kazdym z ponizej rozpatrywanych przypadkow, kat o bedzie tym katem
w plytce, ktorego wierzcholek jest nieparzystym wierzchotkiem parkietazu. W zwigzku z tym,
k, bedzie nieparzyste. Zapiszmy je jako ky; = 2r + 1, gdzie r > 1.

Zacznijmy rozwazania od trdjkata.
A) Niechn = 3.

Zgodnie ze Spostrzezeniem 4.1.1 mozemy rozpatrywac jedynie trdjkaty rOwnoramienne.
Oznaczmy katy w taki sposob jak na Rysunku 23.

Rysunek 23

Korzystajac z Faktu 4.1.1.2. mozemy zapisac, ze
(4.1.2.1) a + 2B = 180°.
Postugujac si¢ wzorem (4.1.1.1), zamienmy miary katow w trojkacie na:

B 360° _ 360°
a = k oraz f = 5

gdzie ki, k, €N i ki k, >3.

Podstawiamy powyzsze miary katow trojkata do wzoru (4.1.2.1) i otrzymujemy
nastepujacag rownosc:

360° _ 360°
+2-

= 180°.
ky ka

Obie strony rownania dzielimy przez 180° i dostajemy

1 2 1

(4.1.2.2) o + Pt

Po podstawieniu wartosci k; = 2r + 1 do wzoru (4.1.2.2) otrzymujemy
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1 2 1

i k, 2
Przeksztatcajac powyzszg rownosc, doprowadzamy k, do postaci

_8r+4_4+ 8
27 -1 2r—1’

przy czym  2r —1 # 0.

Powyzsza rowno$¢ bedzie prowadzi¢ do sensownego rozwigzania, czyli takiego, ze
k, € N, tylko w przypadku gdy » = 1. W innym przypadku, mianownik 2r — 1 w ostatnim
utamku, zawsze bedzie liczbg nieparzysta wieksza niz 1, a w zwiazku z tym, ze w liczniku
jest liczba parzysta, caty utamek nie bedzie liczbg naturalng. Tym samym warto$¢ k, nie
bedzie naturalna, co jest sprzeczne z zatozeniem.

Gdy r = 1to k, = 12, a po podstawieniu tej wartosci do wzoru (4.1.2.2) otrzymujemy, ze
k, = 3. Szukane miary katow wewnetrznych trojkata to

Parkietaz odbiciowy utworzony z przystajacych trojkatow, o miarach katéw wewnetrznych
rownych 120°,30°,30°, jest zaprezentowany na Rysunku 24.

Rysunek 24

Nastepnie sprawdzmy, czy istnieje parkietaz ztozony z przystajacych czworokatow,
spetniajacy zadane wymagania, tzn. takie, ze wystgpuje w nich przynajmniej jeden wierzchotek
nieparzysty.

B) Niechn = 4.

Zgodnie ze spostrzezeniem 4.1.1.1 mozemy rozpatrywa¢ jedynie czworokaty, ktore sa
symetryczne wzgledem dwusiecznej kata a. Oznaczmy katy poszukiwanych czworokatow
jak na Rysunku 25.

-34-



Rysunek 25

Korzystajac z Faktu 4.1.1.5 mozemy zapisac, ze
(4.1.2.3) a+2B+y =360
Korzystajac ze wzoru (4.1.1.1) zamieniamy miary katow w czworokacie na:

~360° _360° ~360°
a= T B = 5 oraz y = s

gdzie ki ky ks €N i kyky ks > 3.

Podstawmy te dane do wzoru (4.1.2.3). Otrzymujemy nastgpujacag rOwnosé:
360° 5 360° 360°

+ + = 360°.
ky k, ks

Obie strony rownania dzielimy przez 360° i dostajemy

1 2 1

—t—t—=1
PR

(4.1.2.4)

Wiemy, ze k; jest nieparzyste, k; = 2r + 1. Podstawmy tg warto$¢ do rownosci (4.1.2.4):

1 N 2 N 1 "
2r+1 k, kg
i dalej
1 N 2 1 1
2r+1  k, = ks
Poniewaz k; > 3 to ki < § Wykorzystujac to, dostajemy nieréwnos¢:
3
1 2 1 2
—_1__21__=_;
2r+1 k, ks 3 3
a wtedy
1 N 2 - 2
2r+1 k,  3°
Rachujac dalej otrzymujemy
2 - 2 1 fad 1 - 4r —1
k=3 2r+1 % LT 12r+6



Ostatecznie dostajemy oszacowanie

12r + 6 9

< 3 .
2= 4r—1 +4r—1

Zgodnie z zalozeniami r = 1. Sprawdzmy, jakie bedzie szacowanie k, dla kolejnych

warto$ci 7.
9 —
41-1
9 —
42-1

) r=1, to k=3 i k, <3+ 6, wiec k, <6,

i) r=2 to k,=51i k,<3+ 42, wiec k; <4

i) r>3,t0 k;,>7 i k;<3+—<3+ =32  wiec k,=3.
4-r—1 4-3—-1 11

Sprawdzmy teraz, jakie warto$ci beda przyjmowatly k3, dla odpowiednich ki k, z wyzej
podanych przedziatow.

) ky=3 i k,<6.
Podstawiamy warto$¢ k; do wzoru (4.1.2.4) i dostajemy rownos¢

1_{_2_|_1_1

3 k, ky
skad

2 1 2
(4.1.2.5) —t—=—,

ky ks 3

Z ostatniej rownos$ci od razu wynika, ze 3 < k,, wigc 4 < k,. Obliczmy zatem k5 dla
kolejnych wartosci k, = 4, k, =5, k, = 6.

> kz = 4'
Podstawiamy warto$¢ k, do wzoru (4.1.2.5) i dostajemy rownos¢

2 + 1_z kad 1 _1 i k:;=6
4Tk, 30 SC Ty W =D
> k, =5.

Podstawiamy warto$¢ k, do wzoru (4.1.2.5) i dostajemy rownos¢
2+1_2 Kad 1 4 _ k—15$N
5k, 3 St L T1s Wiee =R

> kz =6.

Podstawiamy warto$¢ k, do wzoru (4.1.2.5) i dostajemy rownos¢

2+1—2 kad t_1 ' k; =3
6T T3 ska ko3 wiec 3 =3.
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Dostajemy dwa mozliwe rozwigzania rownosci (4.1.2.4):
a) k1 = 3, kz = 4, k3 = 6,
b) k1 = 3, kz = 6, k3 = 3.

Za pomocg tych warto$ci mozemy obliczy¢ miary katéw poszukiwanych czworokatow:

_360°_ . _360°_ _360°_
a=—3 =10 fEom =00 y=—e s
360° _360° 360°

oraz a = 3 = 120°, B = = 60°, y = 3 = 120°.

6

Parkietaze powstate z tych czworokatow zilustrowane sg na Rysunkach 26 i 27.

Rysunek 26 Rysunek 27

i) ky =5 i k, <4

Podstawiamy warto$¢ k; do wzoru (4.1.2.4) i dostajemy rownos¢

1+2+1—1

5 ky, ky
skad

2 1 4
(4.1.2.6) LT

k, ks 5

Obliczmy zatem k5 kolejno dla k, = 3 oraz k, = 4.

> k, =3.
Podstawiamy warto$¢ k, do wzoru (4.1.2.6) i dostajemy rownos¢
2 1 4 1 2 _ 15
§+k—3=§, Sde k—3=E, wiegc k3=7€N.
> k, =4.
Podstawiamy warto$¢ k, do wzoru (4.1.2.6) i dostajemy réwnos¢
2 1 4 1 3 _ 10
Z+k_3=§' skad k_3=E, wiec k3=?eN.

W obu powyzszych przypadkach k5 & N, co jest sprzeczne z zalozeniem.
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Pozostal nam do rozpatrzenia ostatni przypadek, czyli gdy:
i)k, =27 i ky,=3.

Podstawmy warto$¢ k, do wzoru (4.1.2.4). Otrzymujemy nastepujaca rownosc:

1_|_2_|_1_1

k, 3 ky
skad

1 1 1

—+— ==,
(4.1.2.7) k, ks 3

1

Z ostatniej nierownos$ci widaé, ze k3 > 3. Poniewaz k € N t0 k3 = 4, awtedy — <

112
3 4
Wykorzystujac to, dostajemy nieréwnos¢:

11111 1 e

ky 3 ks~ 3 4 12’ -
W tym podrozdziale narzucamy na k, jeszcze jedno ograniczenie, mianowicie
ki, = 7. W efekcie wigc, musimy sprawdzi¢ jaka bedzie warto$¢ k5 dla nieparzystych
ki zprzedziatlu7 < k; < 12,czylidlak,; = 7,k; = 91k, = 11.. Podstawiamy kolejno
k, do wzoru (4.1.2.7) i obliczamy k; Otrzymujemy nastgpujace pary rozwigzan:

L] k1 = 9, k3 = -
L k1 = 11, k3 = -

W kazdym z powyzszych przypadkoéw ks € N, co jest sprzeczne z zalozeniem. Takie
parkietaze wigc nie istnieja.

ZakonczyliSmy tym samym poszukiwania czworokatnych ptytek, ktére tworza parkietaz
odbiciowy. Rozpatrzmy teraz pigciokaty.
C) Niechn = 5.

Znow, powotujgc si¢ na spostrzezeniem 4.1.1.1 szukamy jedynie takich pieciokgtow, ktore

sg symetryczne wzgledem dwusiecznej jednego z katow, w tym przypadku dwusiecznej
kata a. Oznaczmy katy szukanego wielokata tak jak na Rysunku 28.

Rysunek 28
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Fakt 4.1.2.8 Suma miar kqtow wewnetrznych w pieciokgcie Wynosi 540°.
Zgodnie z Faktem 4.1.2.8 mozemy zapisaé, ze
(4.1.2.9) a+ 20 + 2y = 540°.

Korzystajac ze wzoru (4.1.1.1) zamieniamy miary katow w pigciokacie na:

_ 360° _360° _360°
a= kl, B = 5 oraz y = k!

gdzie ki, ky ks €N i ki, ky ks = 3.

Podstawmy te wielko$ci do wzoru (4.1.2.9). Otrzymujemy nastepujacg rownosé:

360° 42 360° 42 360° £ 40°
k4 k, ks '
Gdy podzielimy obie strony réwnania przez 360° otrzymamy
(4.1.2.10) 1 + 2 + 2 E

ko ky ks 2
Poniewaz zatozyliSmy, ze k; bedzie nieparzyste, zapiszmy je jako k; = 2r + 1, gdzie
r > 1. Podstawmy tg warto$¢ k; do wzoru (4.1.2.10). Otrzymujemy
1 2 2 3

7+l K k2

Przeksztatcajac powyzszg rownos¢, doprowadzamy ja do postaci

1 N 1 6r+1
k, ks 8r+4’

przy czym  8r +4 # 0.

Dodatkowo, poniewaz k,, k3 = 3 to ki < % oraz ki < § Wykorzystujac to, dostajemy
3 2

takze nierownos¢

or+1_1 1 1.1 2
8r+4 k, ky; 3 3 3
a wtedy
6r+1 2
<-.
8r+4 3

Ostatecznie dostajemy oszacowanie r < g < 3. Mozliwe wartosci, jakie moze przyjaé r, to
11 2. Wtedy odpowiednio k; = 3 i k; = 5. Sprawdzmy wigc, czy otrzymamy parkietaze
odbiciowe dla tych zadanych dwéch wartosci k; .
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kl = 3.
Podstawiamy warto$¢ k; do wzoru (4.1.2.10) i dostajemy réwnos¢

1 2 2 3
37 Tk 2
skad
1 1 7

k, ks 12°
Po kilku przeksztalceniach doprowadzamy powyzsza réwno$¢ do postaci

12k,

4.1.2.11 =_-2
( ) ks Tk, — 12

Poniewaz k3 > 3, to mozemy zapisa¢ nierownos¢
12k,
3=o———==3,
7k, — 12

a stad wynika oszacowanie 4 > k.
Musimy rozpatrze¢ dwie mozliwos¢: k, = 3 1 k, = 4. Obliczmy k5 dla podanych

wartosci k.
> kz = 3
Podstawiamy warto$¢ k, do wzoru (4.1.2.11) i dostajemy roéwnos$é
_ 12-3 — 4
T 7-3-12°
> kz = 4'
Podstawiamy warto$¢ k, do wzoru (4.1.2.11) i dostajemy roéwnos$é
e = 12 -4 _
ST 7-4-127

OtrzymaliSmy dwa nastepujgce rozwigzania rownosci (4.1.2.10):
a) kl = 3, kz == 3, k3 == 4',
b) k1 = 3, kz = 4‘, k3 = 3.

Za pomoca tych warto$ci mozemy obliczy¢ miary katow poszukiwanych pigciokatow:

_360° 120° _360° 120° _360° 90°
a = 3 - ) ﬁ - 3 - ) V - 4 - )
360° 360° 360°
oraz a = = 120°, B = = 90°, y = =120°

Zaden z tych wielokatéw nie bedzie jednak tworzyt parkietazu odbiciowego.
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Na Rysunku 29 przedstawiono pigciokaty o wymiarach katow wewnetrznych kolejno:
120°,120°,120°,90°,90° na Rysunku 30: 120°,90°120° 120°90°. Na tych
rysunkach zilustrowane sa sytuacje, w ktorych czerwone ptytki, o zadanych wyzej
wymiarach katow wewnetrznych, zostaly odbite wzdtuz kazdej osi zawierajgcej boki
tych plytek. Zauwazmy, ze przy wszystkich katach wewnetrznych o mierze 120°,
spotykajg sie trzy ptytki, co oznacza, ze wierzchotki przy tych katach sa nieparzyste.
Zatem zgodnie ze Spostrzezeniem 4.1.1, dwusieczna kazdego z tych katow powinna by¢
osig symetrii ptytki. To zalozZenie nie b¢dzie jednak spetnione przez zaden z omawianym
pigciokatow. Ptytka z Rysunku 28 nie moze by¢ symetryczne wzgledem dwusiecznych
wychodzacych z katoéw B = 120°, poniewaz sasiadujace z nimi katy maja r6zng miare,
a doktadnie 120°oraz 90°. Analogiczna sytuacja jest w przypadku drugiej ptytki.
W tym przypadku dwusieczne katow y = 120°, nie sa osiami symetrii pi¢ciokata,

poniewaz znow, miary sgsiednich z nimi katow sg od nich rdzne.

Rysunek 29 Rysunek 30

Sprawdzmy teraz, czy istnieje parkietaz odbiciowy ztozony z pigciokatnych ptytek,
Z przynajmniej jednym wierzchotkiem, w ktorym spotykac si¢ bedzie pig¢ phytek:

o k=5
Podstawiamy warto$¢ k; do wzoru (4.1.2.10) i dostajemy réwnos¢
1 2 2 3
57k Tk 2
skad
1 1 13
ko k20

Po kilku przeksztatceniach doprowadzamy powyzsza rowno$¢ do postaci

20k,
713k, —20°
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D)

Poniewaz k; > 3, to mozemy zapisa¢ nastepujaca nierownosé
i 20k, >3
3713k, —20 " 7

a stad wynika oszacowanie k, < % < 4, wiec k, = 3. Po podstawieniu wartosci k, oraz

k, do wzoru (4.1.2.10) wyliczamy, ze k3 = % & N, co jest sprzeczne z zatozeniem.

Tym samym pokazaliSmy, Ze nie istnieje zaden parkietaz odbiciowy utworzony
z pigciokatnych plytek z co najmniej jednym wierzchotkiem nieparzystym. Sprawdzmy,
jak bedzie w przypadku szesciokatow.

Niechn = 6.

Zgodnie ze spostrzezeniem 4.1.1.1 szukamy jedynie takich szeSciokatow, ktore sg
symetryczne wzgledem dwusiecznej kata a. Oznaczmy katy szukanego wielokata w taki
sposob jak na ponizej na Rysunku 31.

Rysunek 31

Fakt 4.1.2.12 Suma miar kqtow wewnetrznych w szesciokgcie Wynosi 720°.
Korzystajac z Faktu 4.1.2.12 mozemy zapisac, ze

(4.1.2.13) a+ 2B+ 2y +6=720°
Korzystajac ze wzoru (4.1.1.1) zamieniamy miary katow w szukanym sze$ciokgcie na:
360° 360°  360° 360°

= = ) = 5= )
a o B 5 y o oraz K,

gdzie kq,..,ks €N i k.., k,>3.
Po podstawieniu tych wielkosci do wzoru (4.1.2.13) otrzymujemy nastepujgcg rownos¢:

360° , , 360° . 360° 360°
ky ke ks Ky

= 720°.

Gdy podzielimy obie strony rownania przez 360° dostaniemy

(4.1.2.14) 1+2+2+1—2
ki ky o ks kg
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Poniewaz w tym rozdziale zatozyliSmy, ze k; jest nieparzyste to zapiszmy je w postaci
ky = 2r + 1, gdzie r > 1. Podstawmy tg warto$¢ k; do wzoru (4.1.2.14). Otrzymujemy

1 2+2+1_2
2r+1 kz ks k,

Przeksztatcajac powyzszg rownos¢, doprowadzamy ja do postaci

2+2+ 1 4r+1
ky, ks ky, 2r+1’

przy czym 2r +1 #0.

Dodatkowo, poniewaz k,, k3, k, = 3 t0 ki %, kl S% oraz ki g Wykorzystujac to,
3
dostajemy nierownos¢
dr+1 2 + 2 + 1 <2+2+1_5
2r+1 k, ks ks~ 3 3 3 3
a wtedy
4r+1 5
<-.
2r+1 3

Ostatecznie dostajemy oszacowanie r <1, czyli jedyng wartoscig, ktora musimy
rozwazy¢ jest r = 1. Wtedy k; = 2-1 + 1 = 3. Sprawdzmy wigc, czy istnieje parkietaz
odbiciowy dla k, = 3.

Podstawiamy warto$¢ k; do wzoru (4.1.2.10) i dostajemy réwnos¢

1 2 2 1

_+k_2+k_3+k_4:2'
skad

2 2 1 5
(4.1.2.15) it T3

Nastegpnie rozwazymy mozliwe przypadki wartosci k, 1 obliczymy dla nich k5 oraz k,.

* kz = 3.
Podstawiamy warto$¢ k, do wzoru (4.1.2.15) i dostajemy réwnos¢
2 N 2 N 1 5
3 ky k, 3
skad
2 N 1 "
ks kg
Po kilku przeksztatceniach doprowadzamy powyzszg rownos¢ do postaci
ks
ky = .
4 k3 - 2
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Poniewaz k, > 3, mozemy zapisa¢ nast¢pujaca nierownosc

k, = 3,

- k3 - 2
skad wynika oszacowanie 3 > ks, wiec otrzymujemy jedyna mozliwosé, gdzie

k; = 3. Podstawmy zatem wartosci k, = k3 = 3 do wzoru (4.1.2.15). Wyliczamy, ze
k4_ = 3.

OtrzymaliSmy zatem nastgpujace rozwigzania rownosci (4.1.2.14):

ki =k, =ks =k, =3.
Za pomocg tych wartosci mozemy obliczy¢ miary katdow wewngtrznych szukanego
szesciokata:
360°

= 120°.
3

a:ﬁ:y:é':

Zauwazmy, ze jedynym szeSciokatem o danych katach wewngtrznych, spetniajacym
zarazem regute odbiciowa, bedzie szesciokat foremny. Jest to uwarunkowane tym, ze boki
tego wielokata muszg by¢ réwnej dtugosci. W innym przypadku, dwusieczna ktoregos
z katow nie bylaby rownocze$nie osig symetrii szesciokata, a to kolidowaloby ze
Spostrzezeniem 4.1.1. Przyklad takiego szes$ciokata, kory nie spalenia reguty
symetryczno$ci wzgledem dwusiecznej, a ma wszytskie katy rowne 120°, wida¢ na
Rysunku 32.

Rysunek 32

Jedyny parkietaz odbiciowy zlozony z szesciokatnych plytek wida¢ ponizej na
Rysunku 33.

Rysunek 33
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W poprzednim podrozdziale, tj. 4.1.1. pokazaliSmy, ze parkietaze zbudowane z trojkatow
rownobocznych oraz z kwadratéw sg odbiciowe. Powyzej udowodnilisSmy, ze tak samo jest
w przypadku parkietazu z szeSciokatéw foremnych. Mozemy zatem wyciggnaé nastepujacy
wniosek:

Whniosek 4.1.2.16 Parkietaze foremne sq rowniez parkietazami odbiciowymi.
Sprawdzmy teraz, czy dla k, >4 istnieje jaki§ parkietaz odbiciowy zbudowany
z szesciokatnych ptytek.

® k224-

Poniewaz k, > 4 to ki < % . Ponadto, wiemy ze k, = 3, czyli kl < % . Wykorzystujac te
2 4

nierownosci i podstawiajac je do wzoru (4.1.2.15) dostajemy:

5_2+2+1<2+2+1_5+2
3 ky, ks ks 4 ky; 3 6 ki
a wtedy
5 2
_S__
6~ ki

. . . 12 L .. ,
Ostatecznie dostajemy oszacowanie k; < — < 3. Jest to sprzeczno$¢ z zatozeniem, ktore
3 s 1Y

mowi o tym, ze k3 > 3. Jak wida¢, nie istnieje Zaden inny niz foremny szesciokat, ktory
tworzylby parkietaz odbiciowy.

PrzeprowadZmy teraz ogdlny dowod 1 dowiedZmy si¢ czy istnieje jaki$ parkietaz odbiciowy
z co najmniej jednym wierzchotkiem nieparzystym, zbudowany z przystajacych n-katow, gdzie
nz7.

E) Niechn >7.

Oznaczmy katy wielokata jako a4, a, ..., a,, Przy czym musimy pamigtac o tym, ze figury,
ktére bierzemy pod uwage, musza by¢ symetryczne wzgledem dwusiecznej kata a4, wiec
katy naprzeciwlegte maja ta samg miare. Korzystajac ze wzoru (4.1.1.9) mozemy zapisac,
ze suma katow w n-kacie jest rowna

(4.1.2.17) a;t+ay;+az+-+ay_g+a, =(Mn-—2)-180°

Postugujac si¢ wzorem (4.1.1.1) miary katow @; mozemy zapisa¢ w nastepujgcy sposob:

360° 360°
(Z = )"-’a I= )
17k Tk,

gdzie ky,...,k, = 3iky, .., k, €N.
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Podstawiajac te wartosci do wzoru (4.1.2.17) otrzymujemy nastepujgcg rOwnosé:

360° 360°  360°
ke | ky k.,

= (n—2) - 180°.

Po przeksztatceniach doprowadzamy powyzszg rownos¢ do postaci:

t,1 1 _n-2
k' kg k2

Wiemy, ze ky, ..., k, = 3. Wykorzystujac to, dostajemy takze nierownos¢

n—z_t 1. .t .t 1 e
2 ki ky k, 3 3 3 3’
skad
n-—2

<n ' <6
=3 wiec n<6.

W podpunkcie E’) bierzemy pod uwage jedynie n = 7. Dostajemy sprzeczno$¢
z zatozeniem, wigc widac, ze nie istnieje zaden szukany n-kat, dlan > 7, ktory stworzyltby

parkietaz odbiciowy.
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Znalezlismy tym samym wszystkie parkietaze odbiciowe.

Whniosek 4.1.2.18 Na plaszczyznie jest osiem rodzajow parkietazy odbiciowych (liczgc
parkietaze z prostokqtow jako jeden rodzaj). Parkietaze te sq utworzone z nastepujgcych

phitek:

l. trojkgtnych o miarach kqtow wewnetrznych 60°, 60°, 60°,

Il.  trojkgtnych o miarach kgtow wewnetrznych 90°,60°, 30°,

. trojkgtnych o miarach kgtow wewnetrznych 90°,45°, 45°,

IV. trojkgtnych o miarach kgtow wewnetrznych 120°,120°, 30°,

V.  czworokgtnych o miarach kolejnych kqtow wewnetrznych 90°,60°,30°,60°,

VI.  czworokgtnych o miarach kolejnych kqtow wewnetrznych 120°,60°, 120°, 60°,

VII.  czworokgtnych o miarach kqtow wewnetrznych 90°, 90°, 90°, 90°,

VIII. szesciokgtnych o miarach kqtow wewnetrznych 120°,120°,120°,120°,120°120°,
oraz o jednakowych dtugosciach bokoéw (plytki foremne).

Parkietaze te sg zilustrowane ponize;.

Parkietaze odbiciowe

VI.
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4.2 Parkietaze odbiciowe sg parkietazami z plasks grupa symetrii

Zgodnie z Wnioskiem 4.1.2.16 parkietaze foremne s parkietazami odbiciowymi,
a w podrozdziale 2.3 zostato juz pokazane, ze posiadaja one plaskg grupe symetrii, wigc nie
bedziemy ich rozpatrywac powtoérnie. Okazuje si¢, ze pozostate parkietaze odbiciowe rowniez
posiadaja ptaska grupe symetrii. Wektory przyktadowych par translacji w dwoch réznych
kierunkach, ktére zachowuja wzor parkietazu, zaprezentowane sg na rysunkach ponize;.
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Wszystkie rysunki wykonatam samodzielnie.

Przy sporzadzeniu i opracowaniu rysunkdéw korzystatam z programow:

— CorelDRAW 12, 2004, Corel Corporation;

— Tessellation Creator, dostgpnego na stronie
http://illuminations.nctm.org/Activity.aspx?id=3533.
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