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Wstep

Niniejsza praca dotyczy klasyfikacji symetrii wzorow ptaskich. Grupy symetrii
ptaszczyzny sa opisane juz od konca XIX wieku, jednak pod koniec XX wieku amerykanski
matematyk William Thurston obmyslit ciekawy nowy sposob klasyfikacji, odwolujac si¢ do
pojecia orbifoldu. Nowy sposdb oznaczen grup symetrii ptaszczyzny 1 nowy sposob
klasyfikacji zostal opisany w pierwszej czgsci ksiazki Johna Hortona Conwaya
,,The Symmetries of Things” [1].

Celem niniejszej pracy jest prezentacja klasyfikacji w taki wlasnie sposob jak obmyslit

to Thurston, a przedstawia i propaguje Conway, przy czym wprowadzone zostalty pewne
,ulepszenia” w stosunku do tresci ksiazki.
Przede wszystkim material przedstawiono staranniej, co oznacza $ciSlejsze wprowadzanie
poje¢ ze szczegdlnym uwzglednieniem pojgcia wzoru plaskiego a takze obszerniejsze
argumentacje dowodowe przedstawianych tresci. Uzupelniono réwniez wigkszos¢ luk
w prezentacji Conwaya (cho¢ nie wszystkie), tj. tresci ktore autor pominat lub omoéwit
skrotowo, a ktore stanowia wazne elementy kompletno$ci przedstawianego materiatu.
Materiat zostat tez dostosowany do odbioru przez mato zaawansowanego matematycznie
czytelnika, np. zdolnego ucznia liceum, migdzy innymi poprzez wprowadzanie definicji (i ich
omoOwien) wszystkich podstawowych poje¢.

Niektore zmiany w stosunku do materialu przedstawionego w ksiazce wynikaja z
celowego skupienia si¢ na wzorach ptaskich, z pominigciem wzoréw na sferze orasz szlakow.

Niniejsza pracg mozna traktowaé zatem jako rozbudowany przewodnik do czgsci I
ksiazki ,,The Symmetries of Things”, ktéry pomoze czytelnikowi zrozumie¢ prezentowane
przez Conwaya zagadnienia, ale moze ona stanowi¢ takze osobny materiat traktujacy o
symetriach wzordw plaskich.

Poniewaz praca jest odniesieniem do tresci prezentowanych w ksiazce, zachowano
specyficzny uklad materiatu, ktory w kilku miejscach polega na stosowaniu twierdzen bez ich
uprzedniego udowodnienia, przesuwajac dowdd do nastgpnego rozdziatu ksiazki.
Schematycznie ukiad pracy mozna przedstawi¢ w nastgpujacy sposoéb: A & B < C.
Z tej samej przyczyny w pracy wykorzystano ilustracje wystepujace w ksiazce, ktore stanowia
niewatpliwie ogromny walor tej pozycji.






1. Symetrie na plaszczyznie

1.1 Rodzaje izometrii ptaszczyzny

Izometrie to takie przeksztalcenia catej plaszczyzny, ktore zachowuja ksztatty
| rozmiary wszystkich figur znajdujacych si¢ na ptaszczyznie, cho¢ moga zmienia¢ ich
potozenie. Mozemy wyrdzni¢ nastgpujace rodzaje izometrii:

— przesunigcia (translacje);

— obroty;

— symetrie osiowe (odbicia);

— symetrie z po§lizgiem.

Informacje, ze sa to jedyne izometrie na plaszczyZznie przyjmujemy jako znana
I nie bedziemy jej tutaj dowodzi¢. Czytelnik moze znalez¢ jej uzasadnienie w rozdziale
1. ,,Wyktadow z geometrii elementarnej” R. Domana [4]. OmAwimy natomiast pokrotce
kazde z powyzszych rodzajow przeksztalcen.

Translacja

Translacja jest przeksztalceniem, ktore wszystkie punkty ptaszczyzny przesuwa
0 zadany ustalony wektor (Rysunek 1.1.1).

D

Rysunek 1.1.1

Kiedy wektor przesunigcia jest wektorem zerowym, translacja jest przeksztalceniem
tozsamosciowym, co oznacza ze kazdemu punktowi plaszczyzny jest przyporzadkowany
doktadnie ten sam punkt.

Obrot

Obrét wokot punktu P o kat a to przeksztalcenie, ktore kazdy punkt A ptaszczyzny
przesuwa po okrggu o $rodku w punkcie P 1 promieniu rownym odlegtosci punktow
Ai P, o kat srodkowy a w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara (Rysunek
1.1.2). Punkt P bedziemy nazywaé srodkiem obrotu.

Rysunek 1.1.2

Obroty o katy 0° i 360° sa przeksztalceniami tozsamosciowymi.
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1.2

Symetria osiowa

Symetria osiowa, nazywana takze odbiciem lustrzanym, jest najbardziej popularna
sposrdd izometrii ptaszczyzny. Dla ustalonej prostej k, ktora bedziemy nazywaé osig
symetrii, kazdy punkt A przeksztalcany jest na punkt A’, lezacy po przeciwnej stronie
0si, na prostej do niej prostopadtej przechodzacej przez punkt A, znajdujacy si¢ w takiej
samej odlegtosci od osi jak punkt A (Rysunek 1.1.3). Punkty lezace na osi symetrii nie
zmieniaja swojego potozenia i nazywamy je punktami stafymi tej symetrii.

Rysunek 1.1.3

Osie symetrii w symetriach osiowych bedziemy nazywac takze lustrami.

Symetria z poslizgiem

Symetria z poslizgiem jest przeksztatceniem polegajacym na ztozeniu symetrii osiowej
0 pewnej osi L i przesunigcia o niezerowy wektor v rownolegty do osi L. Prosta L
nazywamy osiq symetrii z poslizgiem, za$ v nazywamy wektorem poslizgu tej symetrii z
poslizgiem (Rysunek 1.1.4).

Rysunek 1.1.4

Wzory na ptaszczyznie i ich symetrie

Przedstawione powyzej rodzaje izometrii mozemy zaobserwowa¢ w przyktadach
przeroznych wzorow. Wzorem bedziemy nazywaé dowolny (ograniczony lub
nieograniczony) rysunek na ptaszczyznie. Symetriq WzOru nazywamy kazda izometri¢
plaszczyzny, ktora przeksztatca dany wzor dokladnie sam na siebie.

Ze wzgledu na sposob wystgpowania symetrii we wzorze mozemy wyroznic¢ trzy
rodzaje wzorow: wzory ograniczone, szlaki oraz wzory ptaskie.
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Wzér ograniczony

Wz0r ograniczony to dowolna ograniczona figura na ptaszczyznie. Charakteryzuje si¢
brakiem translacji wsérdéd jego symetrii, tj. zadna translacja ani zadna symetria z
poslizgiem nie moze by¢ symetria wzoru ograniczonego. Zauwazmy takze, ze wzor
ograniczony moze nie mie¢ zadnych nietrywialnych symetrii, tzn. jedyna jego symetria
moze okazac¢ si¢ izometria tozsamosciowa.

Rysunek 1.2.1 to wzdr ograniczony posiadajacy 4 symetrie osiowe oraz jeden punkt
symetrii obrotowej o kat 90° 1 jego wielokrotnosci.

Rysunek 1.2.1
Szlak

Szlak to wzor powstaly poprzez periodyczne powtarzanie ustalonego ograniczonego
wzorca nieskonczong ilo$¢ razy za pomoca translacji tylko w jednym kierunku
(ale w obie jego strony).

Mowiac inaczej jest to wzdér zawarty w pasie plaszczyzny, ktéry moze byé
przeksztalcany sam na siebie za pomoca translacji o ustalony wektor i1 jego calkowite
wielokrotnosci (Rysunek 1.1.2).

“DPDP DI

Rysunek 1.1.2

Szlaki sa bardzo czg¢sto spotykanymi ornamentami w architekturze.

Rysunek 1.1.3



W?zor ptaski

Wzor plaski to wzor charakteryzujacy si¢ nastgpujacymi cechami:

— pewien ograniczony fragment tego wzoru powtarza si¢ nieskonczenie wiele razy;

— przeksztalcenie przenoszace jedna kopig takiego ograniczonego fragmentu na druga
przedhuza si¢ do izometrii calej ptaszczyzny przeksztalcajacej caty wzor na siebie,
czyli do symetrii catego wzoru;

— po dostatecznym powigkszeniu ograniczonego obszaru zawierajacego fragment
wzoru, kopie powigkszenia zawierajace powtoOrzenia tego fragmentu zapelniaja
cala ptaszczyzng (Rysunek 1.1.4).

Rysunek 1.1.4

Intuicyjnie mozemy wyobraza¢ sobie, ze wzory plaskie to wzory, ktore ,,pokrywaja”
nieskonczona powierzchni¢ ptaszczyzny, a patrzac na dostatecznie duzy obszar, wzor
wyglada tak samo w kazdym miejscu ptaszczyzny. ,,Pokrywanie” calej plaszczyzny to
wlasnos¢, ktora odroznia wzory ptaskie od szlakow.

W niniejszej pracy rozwazamy tylko wzory o symetrii niecigglej, tzn. takie, ktore
posiadaja taki maty fragment (zawarty w dostatecznie matym kole), ze zadna symetria
catego wzoru (z wyjatkiem tozsamosciowej) nie moze przeksztatca¢ tego fragmentu na
fragment o niego zahaczajacy.

W  codziennym zyciu obserwujemy wiele tego typu wzorow (podzbiorow
nieskonczonej plaszczyzny) w formie posadzek, tapet, materialdow. Ponizej
przedstawiamy przyktady wzorow ptlaskich pochodzacych z wzornictwa uzytkowego.
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1.3 Typy symetrii wzorow

Typem symetrii wzoru bedziemy nazywac zbidr wszystkich symetrii tego wzoru wraz
ze wzajemnymi zwiazkami pomig¢dzy tymi symetriami (np. wzajemne potozenie osi
odbi¢ i $srodkéw obrotow bedacych symetriami tego wzoru). Naszym celem jest
znalezienie wszystkich mozliwych typow symetrii wzoréw ptaskich, czyli ich
sklasyfikowanie.

Jak moze wyglada¢ pelna odpowiedz na pytanie o klasyfikacje typdéw symetrii
pokazemy na prostszym przyktadzie wzoréw ograniczonych.

Zgodnie z twierdzeniem Leonarda da Vinci jedyne typy nieciagtych symetrii wzoréw
ograniczonych to:

— symetria n-krotna kalejdoskopowa (dla n > 1);

— symetria n-krotna obrotowa (dla n > 1).

Omoéwmy powyzsze typy symetrii tych wzorow.

Symetria n-krotna kalejdoskopowa

Symetria n-krotna kalejdoskopowa (lub inaczej symetria kalejdoskopowa n-tego
rzedu) oznacza, ze wzor posiada doktadnie n osi symetrii i ze przecinaja si¢ one
w jednym punkcie.

Dla n =1 symetria kalejdoskopowa polega na posiadaniu przez wzér doktadnie jednej
Symetrii osiowej. Ponizszy wzor (Rysunek 1.3.1) posiada doktadnie jedno pojedyncze
lustro.

Dla n > 1 punkt przecigcia si¢ osi symetrii (luster) bgdziemy nazywaé punktem
kalejdoskopowym wzoru.

Ponizej przedstawiamy wzory ograniczone o symetrii kalejdoskopowej pigciokrotnej
(Rysunek 1.3.2) i szesciokrotnej (Rysunek 1.3.3).
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Rysunek 1.3.2 Rysunek 1.3.3

Uwaga 1.3.1 Zauwazmy, ze jezeli rozwazamy jedynie typy nieciaglych symetrii wzoru,
mozliwe sa tylko skonczone punkty kalejdoskopowe (o skonczonym n). Przy
nieskonczonym punkcie kalejdoskopowym przez kazde dowolnie mate koto przechodzi
nieskonczenie wiele symetrii 0siowych wzoru, zatem zawsze istnieje izometria
(symetria osiowa), ktora przeksztatca to koto na koto o nie zahaczajace (Rysunek 1.3.4).

Rysunek 1.3.4

W tym miejscu nalezy wspomnie¢, ze wszystkie punkty kalejdoskopowe
charakteryzuja si¢ roéwnomiernym rozkladem przecinajacych si¢ luster, tzn.
przechodzace przez nie lustra dziela plaszczyzng na rowne czeSci. Np. lustra
przechodzace przez punkt kalejdoskopowy trzeciego rzgdu dziela ptaszczyzng na 6
rownych katoéw, po 60° kazdy. Dlaczego tak jest 1 skad wiadomo, Ze nie istnieja inne
mozliwosci przecinania si¢ luster? Zobaczmy jak wyglada sytuacja dla dokladnie
dwoch osi symetrii, a nastgpnie przejdzmy do dowolnej skonczonej liczby
przecinajacych sig luster.

Fakt 1.3.2 Jezeli przez punkt kalejdoskopowy g wzoru F przechodzq doktadnie dwie
osie symetrii k i m, to sq one prostopadte.

Dowdd nie wprost:

Zatozmy, ze tak nie jest, tzn. ze proste kK i m, bedace jedynymi osiami symetrii
przechodzacymi przez punkt kalejdoskopowy g, nie sa prostopadie. Z whasnosci
symetrii osiowej wiemy, ze symetryczny obraz wzoru F wzgledem prostej K jest ta
sama figura. Wzor F ma rowniez druga o$ symetrii przechodzaca przez punkt
kalejdoskopowy g, mianowicie m, wigc obrazem tej prostej w symetrii wzgledem
prostej k bedzie pewna prosta m', bedaca rowniez osia symetrii wzoru F, przechodzaca
przez punkt kalejdoskopowy g. Skoro proste m i k nie sa prostopadie,
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to prosta m', bedaca obrazem prostej m, nie pokrywa si¢ z niag (Rysunek 1.3.5). Mamy
zatem trzy rozne osie symetrii wzoru F przechodzace przez punkt kalejdoskopowy g:
k, m i m', co jest sprzeczne z zatozeniem. Proste k I m musza by¢ wigc prostopadte,
co nalezato udowodni¢.

Rysunek 1.3.5

Fakt 1.3.3 Wszystkie lustra symetrii kalejdoskopowej sq roztozone réwnomiernie
tj. kazde dwie najblizej lezqce osie symetrii przecinajq sie pod tym samym katem o.

Dowadd:

Spojrzmy na rysunek 1.3.6. Z wiasnosci Symetrii osiowej wiemy, ze symetryczny
obraz wzoru F wzgledem prostej Kk jest ta sama figura. Niech prosta m bedzie druga
osia symetrii wzoru, przecinajaca prosta K pod katem a, przy czym k i m to lezace
,najblizej siebie” proste. Obrazem prostej m w symetrii wzgledem prostej k bedzie
pewna prosta m' przecinajaca prosta kK rowniez pod katem a w tym samym punkcie
kalejdoskopowym. Poniewaz m' jest takze osia symetrii wzoru F, obrazem prostej k
wzgledem prostej m' bedzie prosta k', przecinajaca si¢ z prosta m' pod katem a.
Obrazem prostej m' w symetrii osiowej wzgledem prostej k' bedzie prosta m"
przecinajaca si¢ z poprzednia prosta znow pod katem a. Kazda kolejna o$ symetrii
bedzie przecinala si¢ z poprzednia pod katem a. Poniewaz punkt kalejdoskopowy musi
sktada¢ si¢ ze skonczonej liczby luster, w pewnym momencie ,,nowa” o§ symetrii
pokryje si¢ z osia juz istniejaca. Wszystkie osie symetrii beda zatem rozlozone
rOwnomiernie co kat a. Gdyby pomiedzy tymi lustrami istniatlo jednak jeszcze jakies
inne lustro, to podobne rozumowanie datoby lustro lezace pomigdzy lustrami k i m,
wbrew wyborowi k i m jako ,,najblizszych” sobie luster.

3
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Rysunek 1.3.6
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Symetria n-krotna obrotowa

Drugi typ nieciaglych symetrii wzorow ograniczonych to symetria n-krotna obrotowa.
Przyktadem wzoru posiadajacego taki typ symetrii jest triskelion obecny na fladze
Wyspy Man oraz fladze Sycylii (Rysunek 1.3.7). Obrot o kat rowny 120° wokot punktu
w $rodku figury powoduje jej przeksztatcenie na sama siebie. Jest to symetria obrotowa
3-krotna (symetria obrotowa trzeciego rzgdu).

Rysunek 1.3.7

Srodek obrotu symetrii n-krotnej obrotowej bedziemy nazywaé punktem obrotowym.

Ponizsze rozety (Rysunek 1.3.8), to przyktady symetrii obrotowych odpowiednio 4, 6
i 8-krotnej.

b sanl
¥ | [TTty $ii

Rysunek 1.3.8

Uwaga 1.3.4 Za punkty obrotowe uwazamy jedynie punkty nie lezace na zadnej osi
symetrii wzoru. Punkt przecigcia si¢ luster (osi symetrii) jest zawsze punktem
kalejdoskopowym a nie obrotowym, pomimo ze pewne obroty wokot tego punktu sa
symetriami wzoru.

Celem niniejszej pracy jest klasyfikacja wszystkich nieciagtych typow symetrii
wzorow plaskich, w podobnym duchu jak przedstawiona powyzej (bez dowodu)
klasyfikacja typow symetrii wzor6w ograniczonych.
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2. Symetrie wzorow ptaskich

W niniejszym rozdziale rozwazymy jak mozna klasyfikowa¢ wzory plaskie ze wzgledu
na wystepujace w nich symetrie, tzn. omoéwimy wszystkic mozliwe potencjalne typy
symetrii tych wzoréw. Wprowadzimy rowniez $cisty jezyk opisu typow symetrii. W tym
miejscu nie w kazdym przypadku bedziemy pokazywaé, czy istnieja realne przyktady
wzoréw o symetriach poszczegdlnych potencjalnych typdéw, chociaz niektore sytuacje
wnikliwy czytelnik mogtby od razu wykluczyc¢.

2.1 Cechy symetrii wystepujace we wzorach ptaskich

We wzorach ptaskich moga wystgpowac, jako ich symetrie, wszystkie cztery izometrie
plaszczyzny: translacje, obroty, symetrie osiowe i symetrie z poslizgiem.

Zbidr wszystkich symetrii wzoru moze charakteryzowac¢ si¢ pewnymi cechami.
Tak np. symetrie osiowe moga tworzy¢ pojedyncze lustra lub punkty kalejdoskopowe,
w zaleznos$ci od wzajemnego potozenia osi symetrii we wzorze ptaskim.

Przyjrzyjmy si¢ doktadniej pewnym cechom symetrii, ktore moga wystgpowaé we
wzorach plaskich.

Pojedyncze lustra

We wzorze ptaskim moga wystepowaé pojedyncze lustra, tzn. osie symetrii wzoru
nieprzecinajace si¢ z zadnymi innymi osiami Symetrii tego wzoru.

W jednym wzorze moga wystepowac rézne rodzaje pojedynczych luster, co oznacza,
ze lustra te przechodza przez istotnie rézne fragmenty wzoru. Inaczej mowiac, jesli
lustra sg innego rodzaju, nie istnieje Symetria wzoru przeprowadzajaca jedno lustro na
drugie.

Punkty kalejdoskopowe n-krotne

We wzorze ptaskim moga wystgpowac takze punkty kalejdoskopowe, czyli miejsca,
w ktorych przecinajq si¢ osie symetriit Wzoru (wigcej niz jedno lustro wzoru przechodzi
przez ten punkt). Punkt kalejdoskopowy n-krotny, to punkt, w ktérym przecina si¢
doktadnie n luster wzoru. Jak to uzasadnili$my w rozdziale 1 (Uwaga 1.3.1), dla wzoru
o symetrii nieciaglej, przez wspdlny punkt moze przechodzi¢ tylko skonczenie wiele
luster takiego wzoru. Powtarzajac natomiast argument z dowodu Faktu 1.3.2 mozemy
uzasadni¢, ze jesli takich luster jest n, to sa one roztozone réwnomiernie

W jednakowych odstgpach katowych wynoszacych %

Punkty kalejdoskopowe wzoru moga rozni¢ si¢ krotnoscia. Poza tym, we wzorze
ptaskim moga istnie¢ punkty kalejdoskopowe tej samej krotnosci, ale réznego rodzaju,
co podobnie jak w przypadku réznego rodzaju pojedynczych luster, oznacza ze punkty
te leza w istotnie réznych fragmentach wzoru, czyli nie istnieje symetria wzoru
przeprowadzajaca jeden taki punkt kalejdoskopowy na drugi.

Punkty obrotowe n-krotne

We wzorach ptaskich moga wystgpowac takze punkty obrotowe. Punkt obrotowy
wzoru plaskiego, to §rodek obrotu przeprowadzajacego wzor ptaski na siebie, ktory nie
lezy na zadnej z osi symetrii wzoru.

15



2.2

Z tego wzgledu, mimo ze obroty o wielokrotnosci kata 27” woko6t  punktu

kalejdoskopowego tez sa symetriami wzoru ptaskiego, $rodki tych obrotow nie sa
punktami obrotowymi.

Podobnie jak wyzej, w jednym wzorze mozemy mie¢ do czynienia z punktami
obrotowymi roznych krotnosci, ale i punktami obrotowymi tej samej krotnosci ale
r6znego rodzaju.

Specjalne symetrie z poslizgiem

We wzorach ptaskich moga wystepowaé takze specjalne symetrie z poslizgiem,
tzn. takie symetriec z poslizgiem przeksztatcajace wzOr sam na siebie, ktorych osie sa
roztaczne z lustrami wzoru.

Lista rodzajow typow symetrii wzorow ptaskich

Wstepna klasyfikacje typdw symetrii wzordw plaskich determinuje wystepowanie
badZ niewystgpowanie w tych wzorach czterech nastgpujacych cech:

— pojedynczych luster (L);

— punktéw kalejdoskopowych (K);

— punktéw obrotowych (O);

— specjalnych symetrii z poslizgiem (S).

Mamy zatem do dyspozycji cztery cechy: L, K, O i S, ktore potencjalnie moga
wystepowac lub nie wystgpowaé wsrdd symetrii wzoréw, w dowolnych kombinacjach.
Aby zliczy¢ wszystkie mozliwe rodzaje typdw symetrii wzoroéw ptaskich wystarczy
dodac¢:

— 1 mozliwos¢ nie wystgpowania zadnej z 4 cech symetrii;

— 4 mozliwosci wystgpowania doktadnie jednej cechy symetrii;

— (;) = 6 mozliwosci wystepowania dwoch z 4 cech symetrii;

— (‘;) = 4 mozliwosci wystepowania trzech z 4 cech symetrii;

— 1 mozliwos¢ wystepowania wszystkich 4 cech symetrii.

Razem 16 rodzajow typow symetrii wzoréw ptaskich, odpowiednio:

1. 0
2. L
3. K
4. O
5 S
6. LK
7. LO
8. KO
9. LS
10. KS
11. OS
12. LKO
13. LKS
14. LOS
15. KOS
16. LKOS
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2.3 Potencjalne typy symetrii wzoréw ptaskich i ich oznaczenia

Omowimy teraz kazdy z rodzajéw typoéw symetrii wzoréw plaskich oraz
wprowadzimy oznaczenia bedace Scistym jezykiem opisu typoéw symetrii potencjalnie
mozliwych w ramach danego rodzaju.

1. Brak wystepowania cech symetrii (@)

Jesli we wzorze ptaskim nie znalezliSmy zadnej z cech (pojedynczych luster,
punktow kalejdoskopowych, obrotowych, badz specjalnych symetrii z poslizgiem),
jedynymi symetriami takiego wzoru sg translacje. Zauwazmy, ze aby wypehic¢ cala
plaszczyzng translacji musi by¢ nieskonczenie wiele. Rysunek 2.3.1 jest przyktadem
wzoru ptaskiego w ktorym jako symetrie mozemy zaobserwowac jedynie translacje.
Wzér tego typu bedziemy oznacza¢ po prostu pustym kotkiem o.

Rysunek 2.3.1

2. Typy symetrii rodzaju (L)

Przypomnijmy, ze we wzorach o takich typach symetrii wystgpuja pojedyncze
lustra, ale nie wystgpuja ani punkty kalejdoskopowe, ani obrotowe, ani specjalne
symetrie z poslizgiem. Kazde pojedyncze lustro jednego rodzaju wystepujace we
wzorze plaskim bgdziemy oznacza¢ znakiem *. Jes§li wigc rodzajow takich luster
jest I, w oznaczeniu wystapi | gwiazdek.

Przyjrzyjmy si¢ teraz Rysunkowi 2.3.2. Zauwazmy, ze wystgpuje tu
nieskonczenie wiele pojedynczych osi symetrii jednego rodzaju i nieskofczenie
wiele pojedynczych osi symetrii rodzaju drugiego, natomiast pozostate cechy
symetrii nie wystgpuja. Poniewaz istnieja dwa rodzaje nieprzecinajacych si¢ luster,
0znaczeniem tego wzoru jest **,

Oznaczeniem wzordw plaskich, w ktorych mozemy wyr6zni¢ jedynie pojedyncze
lustra, beda zatem ciagi **...* gdzie liczba gwiazdek jest liczba luster rd6znego
rodzaju.
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Rysunek 2.3.2

3. Typy symetrii rodzaju (K)

Spojrzmy na ponizszy wzor plaski (Rysunek 2.3.3). W tym wzorze mozemy
wyrdznié trzy rodzaje punktéw kalejdoskopowych, odpowiednio 6, 3 i 2-krotnych
(Rysunek 2.3.4) i nie wystepuje juz nic innego. W sygnaturze umieszczamy znak *,
oznaczajacy lustrzane odbicia, zaraz za ktéora wymieniamy liczby bedace
krotno$ciami  (rzedami) wszystkich rodzajow punktow kalejdoskopowych
wystepujacych we wzorze. Oznaczeniem tego wzoru plaskiego bedzie wige *632.
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Rysunek 2.3.3

Rysunek 2.3.4
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Liczby oznaczajace krotno$¢ punktow kalejdoskopowych moga by¢ podane
w dowolnej kolejnosci, tzn. oznaczenie *632 jest rownoznaczne oznaczeniu *263
itp., jednak dla uproszczenia begdziemy zawsze zapisywaé je od najwigkszej do
najmniejszej.

Przyjrzyjmy si¢ teraz nastgpnemu wzorowi (Rysunek 2.3.6). Oprdcz 2-krotnego
punktu kalejdoskopowego mamy jeszcze dwa rozne rodzaje kalejdoskopowych
punktéw 4-krotnych (nie wystepuje juz nic innego), stad sygnatura tego wzoru jest
*442.

Rysunek 2.3.6

Zaznaczmy, ze jezeli we wzorze jest wigcej rodzajow punktéw
kalejdoskopowych o danej krotnosci n, to liczbe n wpisujemy do sygnatury tyle
razy ile jest tych rodzajow.

Wszystkie oznaczenia wzorow plaskich typu kalejdoskopowego beda mialy zatem
posta¢: *4ABC...N, gdzie ABC...N to liczby oznaczajace krotnosci wszystkich
punktow kalejdoskopowych roznego rodzaju wystepujacych we wzorze.

. Typy symetrii rodzaju (O)

Przyjrzyjmy przedstawionemu ponizej wzorowi ptaskiemu (Rysunek 2.3.7). Obrot
o 120° wokoét zaznaczonego punktu powoduje przeksztalcenie wzoru na samego
siebie. Jest to zatem punkt obrotowy trzeciego rzgdu. We wzorze widzimy jednak
jeszcze dwa punkty obrotowe o tej samej krotno$ci lecz innego rodzaju. Mamy
zatem trzy rodzaje 3-krotnych punktéw obrotowych (nie wystepuje juz nic innego),
stad oznaczeniem tego wzoru bedzie 333.

Zaznaczmy, ze jezeli we wzorze jest wigcej rodzajow punktéw kalejdoskopowych

o danej krotnosci n, to liczbg n wpisujemy do sygnatury tyle razy ile jest tych
rodzajow.
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Rysunek 2.3.7

Sygnatury wzoréw ptaskich, w ktérych wystepuja jedynie obroty beda zatem
wyglada¢ nastgpujaco: abc...n , gdzie abc...n to krotnosci poszczegolnych punktow
obrotowych réznego rodzaju.

. Typy symetrii rodzaju (S)

Jezeli jedyna cecha wzoru plaskiego jest obecnos¢ specjalnej symetrii z
poslizgiem, taki wzor bedziemy oznacza¢ znakiem xX. Ponizszy wzor (Rysunek
2.3.8) jest przyktadem tego typu wzoru ptaskiego.

Rysunek 2.3.8
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6. Typy symetrii rodzaju (LK)

Wzory ptaskie, ktore zawieraltyby jednoczesnie pojedyncze lustra (*) jak 1 punkty
kalejdoskopowe (i nic wigcej) przyjmuja sygnatury *4ABC...N**...* poniewaz, jak
ustalilismy juz poprzednio, liczby wystgpujace po znaku * oznaczaja krotnosci
punktdw kalejdoskopowych poszczegdélnych rodzajow, a same znaki* (bez
naste¢pujacych po nich liczb) pojedyncze lustra poszczegolnych rodzajow.

7. Typy symetrii rodzaju (LO)

Przyjrzyjmy si¢ teraz wzorom ptaskim, w ktorych wystepuja jedynie pojedyncze
lustra i punkty obrotowe. Rysunek 2.3.9 przedstawia wzor o nieskonczenie wielu
pojedynczych lustrach, ale przygladajac si¢ uwaznie, zauwazymy, ze sa one
wszystkie tego samego rodzaju. Oprocz tego mozemy wyrdzni¢ takze dwa rodzaje
2-krotnych punktow obrotowych. We wzorze nie wystgpuje juz zadna inna cecha,
stad oznaczenie tego wzoru to 22%*,

Rysunek 2.3.9

Sygnatury tego typu wzoréw plaskich beda wygladaly wigc nastgpujaco:
abc...n**...* gdzie abc...n to rzedy poszczegdlnych punktéw obrotowych, a liczba
gwiazdek odpowiada liczbie pojedynczych luster roznego rodzaju wystepujacych
we Wzorze.

8. Typy symetrii rodzaju (KO)

Przyjrzyjmy si¢ wzorom plaskim ,zbudowanym” jedynie z punktow
kalejdoskopowych i obrotowych. W ponizszym wzorze (Rysunek 2.3.10) wystepuja
punkty kalejdoskopowe trzeciego rzedu, ale wszystkie sa tego samego rodzaju,
zatem typ kalejdoskopu to *3. Symetria tego wzoru nie jest jednak czysto
kalejdoskopowa. Pomigdzy figurami istnieje jeszcze punkt, wokot ktdrego obrot o
120° przeksztatci caly wzor na siebie. To punkt obrotowy trzeciego rz¢du. We
wzorze nie wystepuje juz wigcej cech, wigc sygnatura catego wzoru to 3*3 — jeden
rodzaj 3-krotnego punktu obrotowego i jeden rodzaj 3-krotnego punktu
kalejdoskopowego.

Wzory plaskie posiadajace punkty kalejdoskopowe i obrotowe (i nic innego)
bedziemy oznacza¢ podajac na poczatku sygnatury krotnosci punktow obrotowych
r6éznego rodzaju, a nastgpnie, po symbolu *, krotnosci punktéw kalejdoskopowych
r6znego rodzaju: abc...n*ABC...N.
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9. Typy symetrii rodzaju (LS)

Rysunek 2.3.11

Powyzszy wzor (Rysunek 2.3.11) wyglada na pierwszy rzut oka podobnie do
wzoru z rysunku 2.3.2, ktorego oznaczenie to **. Zauwazmy jednak, ze wszystkie
wystepujace osie symetrii sa tak naprawde jednego rodzaju (zatem w sygnaturze
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10.

11.

12.

bedzie wystepowata tylko jedna gwiazdka). Mozemy tu znalez¢ co$ jeszcze. Lewa
polowa serca z tatwoscia przeksztalci si¢ w wystepujaca powyzej/ponizej niej prawa
potowg za pomoca specjalnej symetrii z poslizgiem (Rysunek 2.3.12). Poniewaz we
Wwzorze nie wystepuja juz zadne inne cechy symetrii, oznaczenie tego wzoru to *x.

o)

Sygnatury wzoréw ptlaskich, w ktorych wystgpuja tylko pojedyncze lustra i
symetric z poslizgiem beda wyglada¢ tak: **...*x, gdzie liczba gwiazdek
odpowiada liczbie pojedynczych luster réznego rodzaju, a krzyzyk wskazuje na
wystepowanie we wzorze specjalnej Symetrii z poslizgiem.

Rysunek 2.3.12

Typy symetrii rodzaju (KS)

Wzory ,,zbudowane” jedynie przy pomocy symetrii kalejdoskopowych i
specjalnych symetrii z poslizgiem, wg wczesniejszych oznaczen, bgda miaty
sygnatury *ABC...NX.

Typy symetrii rodzaju (OS)

Wzory ptaskie, w ktorych wystepuja tylko punkty obrotowe i specjalne symetrie
Z poslizgiem bedziemy oznacza¢ wg wzoru abc...nX.
Ponizszy przyktad (Rysunek 2.3.13) to wzoér o sygnaturze 22X.

Rysunek 2.3.13

Typy symetrii rodzaju (LKO)

Takie typy symetrii wzoréw plaskich, zgodnie z wczesniejszymi ustaleniami,
przyjmuja oznaczenia abc...n*ABC...N**...* | gdzie abc...n to rzedy punktow
obrotowych wszystkich rodzajow, ABC...N — rzedy punktow kalejdoskopowych
wszystkich rodzajow, a liczba gwiazdek odpowiada liczbie pojedynczych luster
r6znego rodzaju.
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13. Typy symetrii rodzaju (LKS)

Wzory ptaskie tych typow symetrii 0znaczamy sygnaturami *4ABC...N**...*X.

14. Typy symetrii rodzaju (LOS)

Oznaczenie dla tych typow symetrii wzorow ptaskich to abc...n**...*X.

15. Typy symetrii rodzaju (KOS)

Te typy symetrii wzorow ptaskich oznaczamy abc...n*ABC...NX.

16. Typy symetrii rodzaju (LKOS)

Wzory ptaskie w ktoérych wystgpuja zardwno pojedyncze lustra, jak i punkty
kalejdoskopowe, punkty obrotowe i specjalne symetrie z poslizgiem, beda miaty
sygnatury abc...n*ABC...N**...*X.

Ponizej przedstawiamy kompletna liste 16 rodzajow typow symetrii wzordw ptaskich
wraz z oznaczeniami potencjalnych typow symetrii w ramach kazdego rodzaju.
Wigkszo§¢ rodzajow zawiera potencjalnie wiele roéznych typow rdzniacych sig
liczbowymi parametrami wystepujacymi w sygnaturze.

1. T @

2. L kK

3. K *ABC...N

4. O abc...n

5 S XX

6. LK *ABC...N** . *

7. LO abc...n**  *

8. KO abc...n*ABC...N

9. LS ** FX

10. KS *ABC...NX

11. OS abc...nXx

12. LKO abc...n*ABC...N** *
13. LKS *ABC...N**.. *X

14. LOS abc...n**. . *X

15. KOS abc...n*ABC...NX

16. LKOS abc...n*ABC...N**_ . *X
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3. Magiczne Twierdzenie

W poprzednim rozdziale nauczyli$my si¢ opisywa¢ poszczegolne typy symetrii wzoréw
ptaskich. Od tej pory, aby okresli¢ typ symetrii danego wzoru, bedziemy postugiwac sie
po prostu wprowadzonymi oznaczeniami.

Poprawne odczytanie typu symetrii wzoru ptaskiego bywa niekiedy skomplikowane.
Skad mozemy mie¢ pewnos$¢, ze zauwazyliSmy wszystkie wystepujace we wzorze cechy
symetrii? Moze w gaszczu szlakow 1 kolorow ukrylo si¢ co$ jeszcze?
Czas zastanowi¢ si¢ takze jakie parametry liczbowe moga znalez¢ si¢ w sygnaturach
rodzajow typow symetrii, tzn. jak mozemy te parametry zawegzi¢, wyznaczajac w ten
sposob zbidr wszystkich naprawdg istniejacych typow symetrii wzorow ptaskich.

W tym rozdziale wprowadzimy pewna Magiczna Teorig, ktora nie tylko utatwi nam
rozpoznawanie wystgpujacych we wzorach plaskich cech symetrii, ale pozwoli takze
okresli¢, ktore z opisanych wczesniej 16 rodzajow typow rzeczywiscie istnieja i z jakimi
parametrami liczbowymi. W tym miejscu nie przedstawiamy jeszcze zadnego dowodu
Magicznej Teorii. Przeprowadzimy natomiast doktadna prezentacj¢ na czym ona polega,
jak mozna jej uzywac i co wnosi do omawianego przez nas problemu typow symetrii
wzorow plaskich.

3.1 Cennik symetrii i cena wzoru plaskiego

Wyobrazmy sobie, ze chcemy stworzy¢ pigkna nieskonczona posadzke w postaci
wzoru ptaskiego. Niestety wszystko ma swoja ceng...
Za kazdy uzyty symbol w oznaczeniu typu wzoru ptaskiego musimy zaptaci¢ okreslong
stawke. Cenq wzoru plaskiego bedzie cena calej jego sygnatury, tj. suma cen
poszczegOlnych symboli wystgpujacych w sygnaturze.

Oto cennik obowiazujacy w sklepie z symetriami:

Symbol Cena ($) Symbol Cena ($)
o 2 * lub x 1
1 1
2 5 o 2 :
en
2 O 1
2 3 & 3
2 4 = ~Z 4 =
) 4 8 8
$t
2 5 4 .'% 5 2
E 5 Es 5
=
[=] 5 = 5
2 6 e Z 6 =
= 5
<’ . a, .
N . .
n n-1 B N N-1
n 2N

Sprawdzmy zatem jak duzo bgdziemy musieli zaptaci¢ za omOwiony juz kwiecisty
wz0r z Rysunku 2.3.3, ktorego oznaczenie to *632. Korzystajac z powyzszego cennika
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otrzymujemy zatem:

5 1 1
l+ﬁ+§+2_2[$]

To niezbyt duzo, jak za tak pigkny wzor!

Zobaczmy ile zaptacimy za uzycie wzoru z Rysunku 2.3.10, 0 oznaczeniu to 3*3:

Obliczmy jeszcze ceng dwoch innych przyktadowych wzoréw, o oznaczeniach 2*22
i *x (wz6r z Rysunku 2.3.12), odpowiednio:

1 1 1
SH1l+ o+ 2=2
2 4 4 5]

1+1=2|$]

Powyzsze przyktady kaza nam przypuszczaé, ze by¢ moze niezaleznie od
wystepujacych we wzorze cech symetrii, cena wzoru plaskiego pozostaje zawsze taka
sama.
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3.2 Magiczne Twierdzenie

Przypuszczenie wysnute w poprzednim podrozdziale, wprowadzamy teraz jako
Magiczne Twierdzenie. Magiczne, poniewaz, jak wspomnieliSmy wcze$niej, w tym
miejscu nie przeprowadzimy jeszcze dowodu tego twierdzenia, bedziemy za to szeroko
z niego korzystac.

Twierdzenie 3.2.1 (Magiczne Twierdzenie) Cena sygnatury typu symetrii wzoru
plaskiego wynosi zawsze doktadnie 2.

Przyktadem zastosowania Magicznego Twierdzenia jest znaczne ulatwienie
w znajdowaniu oznaczenia typu symetrii danego wzoru ptaskiego. Od tej pory z
fatwoscia bedziemy mogli sprawdzi¢, czy oznaczenie, ktére znalezliSmy jest
prawidlowe, a poszukiwania wystgpujacych we wzorze cech symetrii bedziemy mogli
zatrzymac, kiedy wydamy juz cale 2 dolary. Jesli nie wydaliSmy wszystkiego, wiemy ze
zostato nam jeszcze cos do odkrycia.

Przyjrzyjmy si¢ ponizszemu wzorowi (Rysunek 3.2.1). Zalézmy, ze na poczatku
jedyne co zauwazyliSmy, to dwa rodzaje obrotow drugiego rzgdu. Sprawdzamy nasze
podejrzenie: ile kosztowatby wzér o oznaczeniu 227

o1 1 . .y , . ’ r .
Oczywiscie Sto= 1[$], zatem powinni$my poszuka¢ jeszcze czego$ o wartosci 18.
Spojrzmy na zaznaczone na rysunku listki — rzeczywiscie, $wiadcza one o

wystegpowaniu specjalnej symetrii z poslizgiem. Ostatecznie oznaczenie tego wzoru to
22X, ktore kosztuje doktadnie 2$.

'e 9@
0‘9‘991m
'0'.'0‘ 0?9

Rysunek 3.2.1

Glowne zastosowanie Magicznego Twierdzenia bgdzie jednak znacznie wazniejsze.
Magiczne Twierdzenie pozwoli nam bowiem zliczy¢ i doktadnie wskaza¢ wszystkie
typy symetrii wzordéw ptlaskich.
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3.3

Typy symetrii wzorow ptlaskich

Korzystajac z Magicznego Twierdzenia wykazemy teraz ktore z rodzajow typow
symetrii moga rzeczywiscie istnie¢ oraz z jakimi parametrami liczbowymi, tzn.
znajdziemy wszystkie typy symetrii wzorow plaskich. Jedyne czego begdziemy tu
potrzebowac to prosta arytmetyka.

Z listy 16 rodzajéow potencjalnych typoéw symetrii wzoréw plaskich mozemy
wykluczy¢ te, ktore nie moga spetni¢ warunku o cenie calej sygnatury wzoru plaskiego
wynoszacej doktadnie 2$ (Twierdzenie 3.2.1). Wykluczy¢ mozemy typy symetrii
rodzaju:

— (LK) o sygnaturach *4BC...N**...* — w sygnaturach wzoréw o takim rodzaju typu
symetrii musza wystgpowa¢ co najmniej dwa znaki * (jedna oznaczajaca
wystepowanie we wzorze punktow kalejdoskopowych, druga - wystgpowanie
pojedynczego lustra) co razem daje juz 2$, a musimy doda¢ do tego jeszcze
przynajmniej jedna ceng odpowiadajaca punktowi kalejdoskopowemu;

— (KS) o sygnaturach *ABC...Nx — cena znaku * i cena znaku x daja w sumie 29,
a musimy dodac jeszcze przynajmniej jedna ceng za punkt kalejdoskopowy;

— (LKO) o sygnaturach abc...n*ABC...N**...* — podobny argument jak w przypadku
typow symetrii rodzaju (LK);

— (LKS) o sygnaturach *ABC...N**...*X — w sygnaturze musza wystapi¢ co najmniej
dwa znaki * (punkty kalejdoskopowe i pojedyncze lustra) i co najmniej jeden znak X,
co w sumie daje juz 3$;

— (LOS) o sygnaturach abc...n**...*x — cena znaku * i cena znaku x daja w sumie 29,
a musimy dodac¢ jeszcze co najmniej jedna ceng za punkt obrotowy;

— (KOS) o sygnaturach abc...n*ABC...Nx — podobny argument jak w przypadku
typdw symetrii rodzaju (LOS);

— (LKOS) o sygnaturach abc...n*ABC...N**...*x — podobny argument jak w
przypadku typow symetrii rodzaju (LKS).

Omoéwmy teraz rodzaje typow symetrii wzoréw plaskich mogace spetnia¢ Magiczne
Twierdzenie.

Wzory, ktérych jedynymi symetriami sa translacje (rodzaj (@))

Jesli wérod symetrii wzoru wystepuja jedynie translacje, jego oznaczeniem musi
by¢ o, a poniewaz cena kotka wynosi 2§ nie mamy wigcej srodkow do wykorzystania.
Rysunek 3.3.1 przedstawia przyktad wzoru tego typu.

Rysunek 3.3.1




Wzory, ktorych jedynymi symetriami sa punkty obrotowe (rodzaj (O))

Rozpatrzmy teraz wszystkie wzory plaskie, ktorych sygnatury dotycza wylacznie
punktow obrotowych. Ich oznaczenia beda zatem ciagami cyfr abc...n, ktérych suma
cen musi wynosi¢ 2$. Latwo zauwazy¢, ze musza to by¢ ciagi co najmniej 3 liczbowe,
poniewaz cena kazdego punktu obrotowego jest mniejsza niz 1.

Na poczatku przyjrzyjmy si¢ zatem ciaggom zlozonym z dokladnie trzech liczb abc.
Korzystajac z cennika symetrii, mozemy zapisac:

a—-1 b—1 c—1
_+_ J—
b

a

+ =2 ,gdziea,b,ceNia,b,c>1.

c

1 1 1
Stqd. 1_Z+1_;+1_Z_2

. 1 1 1
czyli ;+;+;—1.

Jakie trzy ulamki z jednoscia w liczniku po zsumowaniu dadza wynik 1?
Zastanowmy si¢ najpierw jaki jest najmniejszy utamek, ktory moze znajdowac si¢ w
polu naszych poszukiwan. Odejmujac warto$¢ tego najmniejszego utamka od 1
otrzymamy wielko$¢, ktora bgdzie suma pozostatych dwoch utamkow. Najwigksza

suma (mniejsza od 1!) jaka moga da¢ dwa ulamki powyzszej postaci jest oczywiscie
. . .\ .. 1,1 _5
suma dwoéch najwigkszych ulamkow tj. St3=+
W rozwiazywaniu rownania jest zatem sens rozpatrywac tylko utamki o mianowniku
11 1,

nie wigkszym niz 6, tj. =, =, =, = i =. Nietrudno zauwazy¢, ze mozliwe rozwiazania to:
2”3”4’ 5 6

+

Wik Rk olr
Wik Rk Wik
Wik NIRr N]IRr

, co odpowiada ciagowi liczb 632;
, co odpowiada ciagowi liczb 442;

oraz

+
+

, co odpowiada ciagowi liczb 333.

Jesli natomiast ciag liczb abc...z jest ztozony z wigcej niz trzech liczb, jedynym
mozliwym oznaczeniem jest 2222, poniewaz kazda mozliwa liczba tego oznaczenia

k%ﬂMemnammq%$

Pokazalismy tym samym, ze jedyne mozliwe sygnatury tego rodzaju wzorow ptaskich,
to 632, 442, 333 i 2222. Aby nie zatrzymywac si¢ jedynie na samych oznaczeniach,
ponizej prezentujemy odpowiadajace im wzory:
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333 2222

Wzory z pojedynczymi lustrami i punktami kalejdoskopowymi (rodzaje (L) i (K))

Rozpatrzmy teraz wszystkie typy symetrii, ktorych cechy dotycza jedynie odbic.
Korzystajac z cennika symetrii zauwazamy, ze jedynym mozliwym oznaczeniem
zawierajacym dwie gwiazdki jest **, poniewaz cena kazdej gwiazdki wynosi 1.
Pozostale oznaczenia beda wigc miaty posta¢ *ABC...N.

Korzystajac z Magicznej Teorii:

1 +._:1.+.. +.E:i;= 2,
2N

stad 44 TE=1
A N

Mozliwe oznaczenia kalejdoskopowych wzorow plaskich sa zatem podobne do tych
obrotowych, kolejno *632, *422, *333, *2222. Nie jest to niczym zadziwiajacym,
poniewaz kazda obrotowa symetria kosztuje dwa razy wigcej niz symetria
kalejdoskopowa, a z kolei sam symbol * kosztuje potowe z 2$.

Ponizej przedstawiamy przyktady wzorow dla wszystkich ,,odbiciowych” oznaczen,
kolejno **, *632, *442, *333 i *2222.

o)

l

*ok *632

&
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Wzory, ktorych jedynymi symetriami sa specjalne symetrie z poslizgiem (rodzaj (S))

Jesli wsrod cech symetrii wzoru wystepuja jedynie specjalne symetrie z poslizgiem,
jego sygnatura musi by¢ XX, a poniewaz cena kazdego znaku X wynosi 1$, nie mamy
wigcej srodkOw do wykorzystania. Rysunek 3.3.2 przedstawia przyktad wzoru tego

typu.
>

2)a)a)
35

5

2N

ﬁ
N

27
ﬂ\

=

Rysunek 3.3.2
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Wzory z pojedynczymi lustrami i punktami obrotowymi (rodzaj (LO))

Wzory tego rodzaju maja sygnatury abc...n**...* Poniewaz cena jednego znaku *
wynosi 1, a w sygnaturze musi znalez¢ si¢ jeszcze CO najmniej jedno oznaczenie
punku obrotowego, moze w niej wystapi¢ tylko jeden znak *. Ceny przypisane
poszczegdlnym punktom obrotowym musza zatem sumowacé si¢ do 1, a poniewaz

kazda taka cena jest wigksza lub rowna % 1 mniejsza od 1, to jedyna mozliwoscia jest
% + %, czyli dwa punkty obrotowe drugiego rzedu.

Oznaczeniem tego typu wzoru bgdzie wigc 22*, a ponizej przedstawiamy przyklad
tego typu wzoru (Rysunek 3.3.3).

v

4 W

g8

Rysunek 3.3.3

Wzory z punktami kalejdoskopowymi i punktami obrotowymi (rodzaj (KO))

Wzory tego rodzaju maja sygnatury abc...n*ABC...N. Sam znak * kosztuje 1, wigc
ceny przypisane poszczegdlnym punktom obrotowym i poszczegdinym punktom
kalejdoskopowym musza sumowac si¢ do 1. Poniewaz oznaczenie kazdego punktu

obrotowego ma ceng wigksza badz rowna % , @ W sygnaturze musi wystapi¢ jeszcze co
najmniej jedna liczba odpowiadajaca punktowi kalejdoskopowemu, liczba
odpowiadajaca punktowi obrotowemu moze wystepowaé doktadnie jedna. Spojrzmy
na cennik symetrii z podrozdziatu 3.1.

Dla punktu obrotowego rzedu 2 (a = 2), jedynymi wartosciami A i B moga by¢ A = 2
i B =2, botylko % + i + i = 1. Oznaczeniem tego typu wzoru jest wigc 2*22.

Dla punktu obrotowego rzedu 3 (a = 3) , jedyna wartoScia A moze by¢ A =3 ,
bo tylko % + % = 1. Oznaczeniem tego typu wzoru jest wigc 3*3.

Dla punktu obrotowego rzgdu 4 (a = 4) , jedyna wartoscia A moze by¢ A =2 ,
bo tylko % + i = 1. Oznaczeniem tego typu wzoru jest wigc 4*2.

Dla punktéw obrotowych o krotnosci wigkszej niz 4 nie znajdziemy odpowiedniej
krotnosci punktu kalejdoskopowego, poniewaz cena oznaczenia punktu obrotowego

krotnosci wigkszej niz 4 jest wigksza niz 20 2 dla cena oznaczenia kazdego punktu

kalejdoskopowego jest wigksza lub réwna i.

Pokazalismy tym samym, ze jedyne mozliwe sygnatury tego rodzaju wzoréw ptaskich
to 2%22, 3*3, 4*2. Ponizej przedstawiamy odpowiadajace im wzory.
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2*22 3*3

AR

4*2

Wzory z pojedynczymi lustrami i specjalna symetria z poslizgiem (rodzaj (LS))

Wzory tego rodzaju maja sygnatury **...*X. Poniewaz w sygnaturze musi wystapic¢
co najmniej jeden znak * i co najmniej jeden znak X, a cena zaréwno znaku * jak i

znaku x wynosi 1, jedyna mozliwa sygnatura jest *X. Rysunek 3.3.4 przedstawia
przyktad tego typu wzoru plaskiego.

[\ N\

Rysunek 3.3.4
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Wzory z punktami obrotowymi i specjalnymi symetriami z pos$lizeiem (rodzaj (OS))

Wzory tego rodzaju maja sygnatury abc...nX. Cena znaku X wynosi 1, wigc ceny
przypisane odpowiednim punktom obrotowym musza sumowac si¢ do 1. Poniewaz

kazda taka cena jest wigksza badz rowna % oraz mniejsza niz 1, to jedyna mozliwo$cia

jest %+ % = 1. Sygnaturg tego typu wzoru jest wigc 22X. Rysunek 3.3.5 przedstawia
przyktad tego typu wzoru plaskiego.

R

l

Rysunek 3.3.5

W ten sposOb wyczerpaliSmy juz wszystkie mozliwosci otrzymania 2§ z
sumowanych warto$ci oznaczen. Zliczajac je wszystkie, otrzymujemy doktadnie 17
réznych typéw wzordw plaskich.

Typy wzorow ptaskich:
o 632 442 333 2222
fola *632  *442 *333 *2222
4*2 3*3 2%99 20%
22X *X XX

Magiczna Teoria pozwolita nam zatem znalez¢ doktadna liczbg typow symetrii
wzorow ptaskich i doktadnie je wskazac.

3.4 O czym moéwi podana sygnatura

Przy postugiwaniu si¢ wprowadzonymi oznaczeniami, warto zastanowi¢ si¢ CO O
wygladzie wzoru ptaskiego moéwi nam sama jego Sygnatura. Do jakiego stopnia
jesteSmy w stanie odtworzy¢ pierwotny wzoOr znajac jedynie jego oznaczenie?
Odpowiedz nie wydaje si¢ by¢ trudna. Oczywiscie nie jesteSmy w stanie powiedzie¢ nic
o kolorach czy fakturze wzoru, ale na pewno mozemy powiedzie¢ co$ o ksztalcie
powtarzajacego si¢ na ptaszczyznie wzorca.

W przypadku punktéw kalejdoskopowych i wystepujacych z nimi punktow
obrotowych problem sprowadza si¢ jedynie do znalezienia odpowiednich prostokatow i
trojkatow. Zauwazmy dwa nastgpujace fakty.
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Fakt 3.4.1 Jesli wzor plaski posiada punkty kalejdoskopowe, to 0Sie symetrii tego
WZOru dzielq plaszczyzne na przystajqce wielokqty wypukte.

Rozwazmy jeden z obszardéw, na ktére podzielity ptaszczyzng osie symetrii wzoru.
Oznaczmy go przez W, i zauwazmy, ze jest on wielokatem wypuklym. Obrazy W,
W symetrii wzgledem osi zawierajacych jego boki tez musza by¢ obszarami powstalymi
z podzialu plaszczyzny powyzszymi osiami symetrii wzoru. Kontynuujac to
rozumowanie pokryjemy cata plaszczyzng przystajacymi do W, wielokatami, z ktérych
kazdy jest obszarem powstalym z podziatu ptaszczyzny osiami symetrii wzoru, a to juz
oznacz tez¢ Faktu 3.4.1.

Fakt 3.4.2 W n-kqcie wypuklym dla n > 4 musi pojawi¢ sie kqt rozwarty, a dla n = 4
albo pojawia sie kqt rozwarty albo wszystkie kqty wielokqta sq kqtami prostymi.

Powyzszy fakt wynika z tego, suma katow wewngtrznych w n-kacie wynosi
(n—2)-180°. W n-kacie dlan = 4 $rednia rozwarto$¢ kata wynoszaca (n-2)18¢° jest

zatem wieksza niz 90°, albo rowna 90° dla czworokata.

Omowmy poszczegolne sygnatury wzorow ptlaskich.

Sygnatura *632

Przypatrzmy si¢ lepiej sygnaturze *632, w ktorej wystepuja tylko punkty
kalejdoskopowe. ,,6” oznacza 6 luster przecinajacych si¢ w jednym punkcie. Miara kata
migdzy kolejnymi lustrami to % z 2m, czyli %. Katy wyznaczone przez pozostate

. . . m . T
punkty kalejdoskopowe maja miary 315
Z Faktu 3.4.1 mamy zatem nieskonczona ilo§¢ przystajacych n-katow, w ktorych
wystepuja katy 0 mierze % , g i g . Poniewaz wszystkie te n-katy sa przystajace, w
kazdym z nich musi wystepowa¢ kazdy z katow =, i = Z Faktu 3.4.2 wida¢, ze n-kat
wypukly, w ktorym wystepuje kazdy z powyzszych kqtow musi by¢ trojkatem o katach
miary g R E , za$ caly uklad osi symetrii wzoru rozcina plaszczyzng na takie

wilasnie trOquty (Rysunek 3.4.1).

(=]

Lo

Rysunek 3.4.1
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Sygnatura *442

Podobnie dla sygnatury *442, przy podziale ptaszczyzny osiami symetrii (lustrami)
wzoru, z Faktu 3.4.1 mamy nieskonczona ilo$¢ n-katow wypuklych, w ktérych

wystepuja dwa rodzaje katow o mierze % (pochodzace od dwoch réznego rodzaju
punktow kalejdoskopowych) i katy o mierze % . Poniewaz wszystkie te n-katy sa
przystajace, w kazdym z nich musi wystgpowac kat % oraz dwa rodzaje katéw o mierze
% . Z Faktu 3.4.2 ten n-kat musi by¢ trojkatem o katach % , % I % , za$ caty uktad osi
symetrii wzoru rozcina ptaszczyzng na takie wlasnie trojkaty (Rysunek 3.4.2).

g
4
T T &
4 2 ‘
Rysunek 3.4.2
Sygnatura *333

Dla sygnatury *333 przy podziale ptaszczyzny osiami symetrii wzoru mamy
przystajace n-katy wypukte (Fakt 3.4.1) zbudowane z trzech réznego rodzaju katow o

mierze g . Poniewaz wszystkie te wielokaty sa przystajace, w kazdym z nich musi
znajdowac si¢ kazdy z trzech rodzajow katoéw o mierze g Z Faktu 3.4.2 n-kat wypukty
o trzech katach miary g musi by¢ trojkatem rownobocznym, tutaj o trzech katach

réznego rodzaju, zas caly»uklad 0si symetrii wzoru rozcina ptaszczyzng na takie wlasnie
trojkaty (Rysunek 3.4.3).

w3

Rysunek 3.4.3
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Sygnatura *2222

Oznaczenie *2222 zaklada, ze cztery roznego rodzaju punkty kalejdoskopowe
wyznaczaja cztery roznego rodzaju katy proste. Z Faktu 3.4.1 wielokaty otrzymane
przez rozcigcie ptaszczyzny wszystkimi lustrami wzoru sa przystajace. Z Faktu 3.4.2
n-katy o samych katach prostych sa prostokatami, przy czym ze wzglgdu na ich
przystawanie, kazdy z czterech katow prostych prostokata jest w tym wypadku innego
rodzaju. Caty uktad osi symetrii wzoru rozcina ptaszczyzng na takie wtasnie prostokaty.
(Rysunek 3.4.4).

-/
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Rysunek 3.4.4

Sygnatura 4*2

Oznaczenie 4*2 oznacza, ze we wzorze istnieja dwukrotne punkty kalejdoskopowe
(wszystkie tego samego rodzaju), wyznaczajace katy miary g pomigdzy najblizszymi
osiami symetrii. Z Faktu 3.4.1 podzial plaszczyzny osiami symetrii wzoru daje
przystajace n-katy wypukte, ktorych jedynymi katami sa katy miary g . Z Faktu 3.4.2
musza by¢ one prostokatami, tutaj o katach prostych jednego rodzaju. We wzorze
istniejq jednak takze punkty obrotowe czwartego rzedu, ktore sa $srodkami obrotow o
kat g . Poniewaz punkt obrotowy nie moze leze¢ na osi symetrii, bedzie lezal we

wngtrzu prostokata. W takim wypadku jedyna mozliwoscia jest to, ze ten prostokat
bedzie kwadratem, a punkt obrotowy czwartego rz¢du bedzie lezat w punkcie przecigcia
si¢ przekatnych tego kwadratu. Caty uktad osi symetrii wzoru rozcina plaszczyzng na
takie wlasnie kwadraty. (Rysunek 3.4.5).

Rysunek 3.4.5
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Sygnatura 3*3

Oznaczenie 3*3 oznacza, ze we wzorze istnieja punkty kalejdoskopowe trzeciego
rzedu (wszystkie tego samego rodzaju), ktore wyznaczaja katy miary g pomigdzy
najblizszymi osiami symetrii. Z Faktu 3.4.1 podzial ptaszczyzny osiami symetrii wzoru
daje przystajace n-katy, w ktorych wystepuja jedynie katy miary g . Z Faktu 3.4.2
wielokaty te musza by¢ trojkatami rownobocznymi ( tutaj o wszystkich katach tego
samego rodzaju). Poza tym we wzorze wystgpuja takze trzykrotne punkty obrotowe,
bedace srodkami obrotow o kat g Poniewaz nie moga one leze¢ na osiach symetrii
musza leze¢ we wnetrzu trojkatow réwnobocznych, tj. w miejscu przecigcia si¢
wysokosci tych trojkatow. Caly uktad osi symetrii wzoru rozcina plaszczyzng na takie
wilasnie trojkaty. (Rysunek 3.4.6).

L I

Rysunek 3.4.6

Svanatura 2*22

We wzorze plaskim o oznaczeniu 2*22 mamy do czynienia z dwoma rodzajami
punktow kalejdoskopowych drugiego rzedu, ktore wyznaczaja dwa rodzaje katow o
mierze g pomigdzy najblizszymi osiami symetrii tego wzoru. Z Faktu 3.4.1 podziat
plaszczyzny osiami symetrii wzoru daje przystajace n-katy, w ktorych wystepuja
jedynie katy o mierze g Z Faktu 3.4.2 sa to prostokaty (przy czym ze wzgledu na ich
przystawanie, w kazdym musza znalez¢ si¢ oba rodzaje katow prostych). We wzorze
ptaskim tego typu wystepuja tez dwukrotne punkty obrotowe, bedace srodkami obrotow
o kat g . Poniewaz nie moga one leze¢ na osiach symetrii beda lezalty we wnetrzu
prostokatow, a zatem jedyna mozliwos$cia jest ich potozenie w punkcie przecinania si¢
przekatnych prostokatow. W kazdym prostokacie musza znajdowaé si¢ oba rodzaje
katow prostych, zatem za wzgledu na obecny punkt obrotowy bgda one wystgpowaty

naprzemiennie. Caty uktad osi symetrii wzoru rozcina plaszczyzng na takie wiasnie
prostokaty. (Rysunek 3.4.7).

-/ \]

o2

N A

Rysunek 3.4.7
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Sygnatura 22*

We wzorze ptaskim o sygnaturze 22* mamy do wykorzystania nieprzecinajace si¢
lustra jednego rodzaju. Musza to by¢ zatem rownolegle osie symetrii. Po za tym we
wzorze wystepuja jeszcze dwa rodzaje dwukrotnych punktéw obrotowych. Poniewaz
lustra musza by¢ swoim wzajemnym obrazem w symetrii obrotowej wzgledem tych
punktow, to punkty obrotowe musza leze¢ w jednakowej odlegtosci od dwodch
najblizszych luster (Rysunek 3.4.8). Odleglos¢ pomigdzy punktami obrotowymi
roznego rodzaju bedzie stata dla danego wzoru, ale moze by¢ zré6znicowana dla roznych
WZOrow.

Rysunek 3.4.8

Sygnatura **

Wzér o sygnaturze ** charakteryzuje si¢ dwoma rodzajami nieprzecinajacych si¢
luster. Wszystkie lustra wystgpujace we wzorze musza wigc by¢ réwnolegle, a
poniewaz kazde lustro w symetrii osiowej wzgledem innego lustra musi by¢ obrazem
lustra tego samego rodzaju, lustra musza leze¢ na przemian rodzajami (Rysunek 3.4.9).

Rysunek 3.4.9

Sygnatura o

We wzorze plaskim o sygnaturze o nie wystgpuje zadna z cech symetrii (brak
pojedynczych luster, punktow kalejdoskopowych, punktéw obrotowych i specjalnych
symetrii z poslizgiem), a jedynymi symetriami takiego wzoru sa translacje. Zauwazmy,
ze aby wypelni¢ cala ptaszczyzng, translacji musi by¢ nieskonczenie wiele. Wektory
translacji bedacych symetriami wzoru takiego typu musza by¢ calkowitymi
kombinacjami dwdch wektorow o roznych kierunkach.
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Pozostale sygnatury

Dla pozostatych sygnatur przeprowadzenie argumentacji dotyczacej wygladu ich
wzorca jest znacznie trudniejsze i nie bedziemy jej przeprowadza¢. Ograniczymy si¢
jedynie do pokazania charakterystycznych elementow tych wzoréw.

Rysunki 3.4.10-13 przedstawiaja wzajemne polozenic punktow obrotowych
poszczegblnych rodzajow, oznaczonych roznymi kolorami, oraz opatrzonych liczbami
oznaczajacymi ich krotnosci (a poniewaz inne cechy nie wystgpuja W tych czterech
typach, wiec nic innego nie jest zaznaczone).
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Rysunek 3.4.11
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Rysunek 3.4.12
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Rysunek 3.4.13

Rysunek 3.4.14 odnosi si¢ do wzordéw ptlaskich posiadajacych typ symetrii *X.
Czarne linie oznaczaja pojedyncze lustra wzoru (tego samego rodzaju), niebieskie
przerywane linie oznaczaja osie specjalnych symetrii z poslizgiem, a niebieskie
strzatki to wektory specjalnych symetrii z poslizgiem.

*X

Rysunek 3.4.14

Ze wzgledu na skomplikowanie utozenia elementdw charakterystycznych we wzorach
22X i XX, nie bedziemy umieszcza¢ tutaj odpowiadajacych im rysunkow.
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4. Dowdd Magicznego Twierdzenia

W tym rozdziale udowodnimy Magiczne Twierdzenie za pomoca dobrze znanego
twierdzenia Eulera dotyczacego map.

4.1 Orbifold (skladka orbit) wzoru ptaskiego

We wecezesniejszych rozdziatach, przy oznaczaniu typow symetrii wzordéw plaskich
braliSmy pod uwage zawsze tylko jednego reprezentanta jednego rodzaju danej cechy
symetrii. Tak naprawde nie zliczaliSmy zatem obiektow wystepujacych w catym wzorze
ptaskim (oczywiscie z samej jego definicji bytoby ich nieskonczenie wiele),
ale w pewnej jego posktadanej wersji, gdzie wszystkie obiekty tego samego rodzaju
byty jednym obiektem (np. wszystkie punkty kalejdoskopowe trzeciego rzedu tego
samego rodzaju), a tym samym wszystkie punkty tego samego rodzaju byly jednym
punktem.

Zbior wszystkich tego samego rodzaju punktow wzoru ptaskiego, tj. takich ktore
mozna przeprowadzi¢ na siebie za pomoca symetrii wzoru, Nazywamy orbitq.
Operacja sktadania wzoru ptaskiego polega na ,,natozeniu” kazdej orbity na pojedynczy
punkt. Jej wynikiem jest zatem zbidr punktéw odpowiadajacych orbitom, a uzyskany
w ten sposéb obiekt bedziemy nazywac orbifoldem wzoru plaskiego (sktadka orbit).

Odwzorowanie sktadki, ktére dowolnemu punktowi na ptaszczyznie przyporzadkowuje
orbite tego punktu oznaczamy oqy: R? - 0, gdzie Q to wzor plaski (na plaszczyznie
R?), a O, to orbifold wzoru Q.

Zastandéwmy si¢ jak moze wyglada¢ orbifold wzoru ptaskiego, tzn. jak moga wyglada¢
jego pojedyncze punkty wraz ze swoimi otoczeniami.

Punkty lustrzane

We wzorze ptaskim mozemy wyrdzni¢ punkty, ktore leza na lustrach, ale nie sa
punktami kalejdoskopowymi. Kazdy taki punkt (na Rysunku 4.1.1 wybrane trzy punkty
wraz ich otoczeniem) po operacji sktadania bedzie punktem lustrzanym orbifoldu.
W poblizu takich punktéw orbifold wyglada jak kawalek powierzchni z brzegiem, przy
czym punkty lustrzane leza wtasnie na brzegu takiego kawatka

Oq

Rysunek 4.1.1

Punkty narozne

Kazdy punkt kalejdoskopowy wzoru ptaskiego po operacji sktadania stanie si¢
punktem naroznym orbifoldu. Nietrudno zauwazy¢, ze dla punktow bliskich punktowi
kalejdoskopowemu k ich orbity maja doktadnie jednego reprezentanta w ustalonym
sektorze pomigdzy lustrami, w poblizu k, wigc odwzorowanie sktadki przeksztatca maty
dysk o $rodku k na maty fragment pojedynczego sektora, jak na Rysunku 4.1.2. Zatem
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otoczenie punktu naroznego w orbifoldzie wyglada jak fragment sektora z prawej
strony Rysunku 4.1.2.

Mozna mysle¢, ze w punkcie naroznym orbifoldu pochodzacym od punktu
kalejdoskopowego rzedu n orbifold ma kat % Inaczej mowiac, czgscia danych
orbifoldu w jego punkcie naroznym jest liczba n, zwana rzedem punktu naroznego.

/

l/ L} 4N

Rysunek 4.1.2

Punkty stozkowe

Kazdy punkt obrotowy wzoru ptaskiego po operacji sktadania bedzie punktem
stozkowym orbifoldu. Latwo to zauwazy¢ na Rysunku 4.1.3, na ktorym widnieje
czterokrotny punkt obrotowy wraz z pewnym jego otoczeniem. Aby sklei¢ wszystkie
orbity, trzeba przecia¢ otoczenie punktu wzdtuz przerywanej linii a nastgpnie ztozyc¢ je
W stozek.

Czgscia danych orbifoldu w jego punkcie stozkowym jest liczba n, zwana rzedem
punktu stozkowego, ktora jest rowna rzegdowi punktu obrotowego (we wzorze ptaskim),
od ktorego ten punkt stozkowy pochodzi.

v ey T

Rysunek 4.1.3

Punkty zwyczajne

We wzorze plaskim najwiecej jest punktow ogolnego rodzaju, tj. takich w ktorych
pewnym malym otoczeniu nie ma punktéw, ktore mozna na siebie wzajemnie
przeksztalci¢ za pomoca symetrii wzoru. W tym otoczeniu sa zatem jedynie punkty
begdace reprezentantami parami roznych orbit. Podczas operacji skladania wzoru
ptaskiego punkt taki wraz catlym otoczeniem zostanie wigc przeniesiony na orbifold w
niezmienionej postaci (Rysunek 4.1.4). Obraz w orbifoldzie kazdego takiego punktu
bedziemy nazywaé punktem zwyczajnym orbifoldu.

O—Q o
e =

~_ Rysunek 4.1.4
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4.2

Mamy zatem cztery typy punktdéw, ktdre moga wystepowaé w orbifoldzie: punkty
lustrzane, punkty narozne, punkty stozkowe i punkty zwyczajne.

Orbifold jest wigc powierzchnia z brzegiem (by¢ moze pustym) o skonczenie wielu
punktach stozkowych i skonczenie wielu punktach naroznych na brzegu oraz o
skonczenie wielu zamknigtych krzywych brzegowych. Wszystkie punkty na brzegu tej
powierzchni, ktore nie sa punktami naroznymi, sa punktami lustrzanymi. Wszystkie
punkty wewngtrzne tej powierzchni (czyli nielezace na brzegu), ktore nie sa punktami
stozkowymi, s punktami zwyczajnymi.

Komponenty brzegu (zamknigte krzywe brzegowe) orbifoldu moga pochodzi¢ od:
— pojedynczych luster;

— luster przechodzacych przez punkty kalejdoskopowe.

Poniewaz wszystkie pojedyncze lustra sa izolowane tzn. nie stykaja si¢
ze soba w zadnym punkcie, kazdy rodzaj pojedynczego Ilustra daje osobna
komponentg brzegu.

Wszystkie lustra przechodzace przez punkty kalejdoskopowe wzoru plaskiego musza
tworzy¢ jedna konstelacje (z kazdego punktu kalejdoskopowego do dowolnie
wybranego innego punktu kalejdoskopowego da si¢ dotrze¢ idac tylko po lustrach), co
oznacza, ze po przeksztalceniu ptaszczyzny na orbifold przez odwzorowanie sktadki
utworza na orbifoldzie spdjny zbidr, czyli doktadnie jedna komponentg brzegu.

Ponizej przedstawiamy przyktad orbifoldu wzoru ptaskiego typu *632 (Rysunek 4.1.5)
i orbifoldu wzoru ptaskiego typu 2*22 (Rysunek 4.1.6).

6 2 o2
*632 2%22 '
3 2 2 &5
Rysunek 4.1.5 Rysunek 4.1.6

Charakterystyka Eulera orbifoldu

Mapq na powierzchni nazywamy podziat tej powierzchni na obszary, o ktorych
mozemy mysle¢, z doktadnos$cia do ciagtej deformacji, jak o wielokatach, przy czym
w wierzchotkach wewngtrznych schodza si¢ co najmniej 3 obszary, a w wierzchotkach
brzegowych co najmniej 2 obszary. Krawedzie mapy to linie ktore bezposrednio tacza
dwa wierzchotki.

Charakterystyka Eulera y jest niezmiennikiem charakteryzujacym powierzchnie, a
wylicza sig ja za pomoca wzoru:
X=W-K+S§,

gdzie W oznacza liczbg wierzchotkow, K liczbg krawedzi, a S liczbg obszarow mapy na
danej powierzchni. Oznaczenie y(Z) to charakterystyka Eulera powierzchni X.
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Wyliczona w ten sposob liczba nie zalezy od wyboru mapy na powierzchni, czego nie
bedziemy w tej pracy uzasadniaé. Zainteresowanego tym zagadnieniem czytelnika
odsytamy do rozdziatu 6. ksiazki ,,Szkota geometrii. Odczyty Kaliskie” [3] i do
rozdziahu 20.4. ,,Wstepu do geometrii dawnej i nowej” H. Coxetera [5].

W podobny sposéb definiuje si¢ charakterystyke Eulera orbifoldu. Aby to zrobic,
wybieramy na orbifoldzie mapg, taka ze:
— kazdy punkt stozkowy i narozny bgdzie wierzcholtkiem,;
— kazda linia brzegowa bedzie sktadata si¢ z krawedzi mapy.

O ile dla powierzchni, ktére nie sa orbifoldami, kazdemu wierzchotkowi przyznajemy
warto$¢ 1 (podobnie dla krawedzi i obszaréw), tak dla orbifoldu przyjmujemy inne
warto$ci (kontrybucje).

Kontrybucje do charakterystyki Eulera dla orbifolu:
— krawedz brzegowa

— krawedz wewngtrzna
— wierzchotek zwyczajny

— wierzchotek narozny
— wierzcholek stozkowy

— wierzchotek lustrzany

HNIH:IH§|H _ R NR

— obszar

Mozemy wyobraza¢ sobie, ze poszczegélne kontrybucje maja pewien zwiazek
z operacja skladania, tzn. ze np. punkt narozny powstaly z punktu kalejdoskopowego

n-tego rzedu, po operacji skladania jest i cze$cig pierwotnego punktu (bo tyle

lokalnych fragmentow sektorow naktada si¢ na otoczenie punktu naroznikowego
w orbifoldzie).

Przyktadowe obliczanie charakterystyki Eulera dla orbifoldu wzoru ptaskiego typu
*632 wyglada nastepujaco:
w=141421-1

12 6 4 2
K=14141_3

2 22 2
S=1
Zatem =W -K+S=-->4+1=0

Przyktadowe obliczanie charakterystyki Eulera dla orbifoldu wzoru ptaskiego typu
2*22 wyglada nastgpujaco:
W=-4+-+1=1
2 4 4
K=-+-+1+1=3
22
S=2
Zatem y =W -K+S=1-3+2=0
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4.3

WprowadZzmy teraz twierdzenie o charakterystyce Eulera kazdego orbifoldu wzoru
ptaskiego. W tym miejscu nie bedziemy przeprowadza¢ rozumowania dowodowego
tego twierdzenia. Dowod przesuwamy do podrozdziatu 4.4.

Twierdzenie 4.2.1 Jesli ) jest wzorem plaskim, zas O jego orbifoldem, to y(0,) = 0.

Powyzsze twierdzeniec postuzy nam do przeprowadzenia dowodu Magicznego
Twierdzenia w podrozdziale 4.3.

Klasyfikacja powierzchni i dow6d Magicznego Twierdzenia

W niniejszym podrozdziale zbadamy jakimi powierzchniami moga by¢ orbifoldy
wzorow plaskich, a nastgpnie, korzystajac z twierdzenia 4.2.1 dowiedziemy
Magicznego Twierdzenia.

Zanim przejdziemy do dowodu Magicznego Twierdzenia, zapoznajmy si¢
z twierdzeniem klasyfikacyjnym dla powierzchni zwartych, ktérego uzyjemy
w dowodzie Magicznego Twierdzenia. Powierzchnie zwarte dzielimy na powierzchnie
zamknigte (bez brzegu) i1 powierzchnie z brzegiem. Powierzchnie zamknigte i
powierzchnie z brzegiem moga by¢ orientowalne lub nieorientowalne. Powierzchnie
nieorientowalne to te, ktére zawieraja w sobie zanurzona wstege MoObiusa. Te ktore
wstggi MObiusa nie zawieraja nazywamy orientowalnymi.

Klasyfikacja powierzchni, w nieco innym ujgciu niz w Twierdzeniu 4.3.1,
przedstawiona jest szeroko w rozdziale 6. ,,Geometrii pogladowej” D. Hilberta i S.
Cohna-Vossena [2].

Twierdzenie 4.3.1 Twierdzenie klasyfikacyjne dla powierzchni zwartych
(z brzegiem i bez brzegu) wraz z wyliczeniami charakterystyk Eulera.
Kazda zamknieta powierzchnia orientowalna jest, z doktadnosciq do deformacji, jedng
z nastepujqcych powierzchni: sferq (Rysunek 4.3.1), torusem (Rysunek 4.3.2),
., powierzchniq precla z dwoma dziurami” (rysunek 4.3.3), a dla ogdélnego przypadku
., powierzchniq precla z g dziurami” (rysunek 4.3.4). Powierzchnie te oznaczamy
symbolem X, gdzie g oznacza liczbe dziur (oznaczenie X to sfera). Charakterystyka

Eulera plaszczyzny X, wynosi )((Z'g) =2(g—-1).

Rysunek 4.3.1 Rysunek 4.3.2 Rysunek 4.3.3
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Rysunek 4.3.4

Powierzchnie zamkniete nieorientowane to powierzchnie P, otrzymywane w taki
sposob, ze ze sfery wycinamy n parami roziqgcznych dyskéw i do kazdego brzegu po
wycietym dysku doklejamy wstege Mobiusa. Charakterystyka Eulera takich powierzchni
wynosi y(P,) = 2 —n. P, jest nazywana pfaszczyznq rzutowq, a P, butelkq Kleina
(Rysunek 4.3.4).

Rysunek 4.3.4

Powierzchnia G z brzegiem jest, z doktadnosciq do ciaglej deformacji, jedng
Z powierzchni zamknietych z wycietymi n parami rozlqcznymi dyskami. JezZeli wyzej
wspomniang powierzchnie zamknietq oznaczymy przez G, to zachodzi nastepujqcy wzor
na charakterystyke Eulera powierzehniG: x(G) = x(G) — n.

Oznaczeniem powierzchni G jest G(n), a wigc Z,(n) lub Py (n).

Ogolnie mozemy powiedzie¢, ze dowolna powierzchnia F, czy to zamknigta czy z
brzegiem, powstaje w nastepujacy sposOb. Powierzchni F przypisujemy powierzchnieg
F, bedaca powierzchnia F zaklejona dyskami (do kazdej komponenty brzegu doklejony
jest jeden dysk). Szukamy F wsrod powierzchni zamknigtych i F to powierzchnia F
minus tyle dyskéw ile byto zaklejen (gdy wyjsciowa powierzchnia F byta zamknigta to
mieliSmy zero zaklejen). Charakterystyka Eulera dowolnej powierzchni wynosi zatem
x(F) = X(F) —n, gdzie n oznacza liczbg wycigtych dyskow.

Dla orbifoldu O niech FE, bedzie powierzchnia tego orbifoldu, tzn. powierzchnia
z brzegiem lub bez brzegu, ale bez zaznaczonych punktéw naroznych i stozkowych.
Zbadajmy relacje pomiedzy x(0) i y(F,). W tym celu na powierzchni F, rozwazamy te
sama mapeg, jaka wczeSniej ustaliliSmy dla orbifoldu O. Wszystkie kontrybucje
wierzchotkdéw, krawedzi 1 obszaré6w do charakterystyki Eulera dla powierzchni F,
wynosza, inaczej niz w orbifoldzie, standardowo 1 (z odpowiednim znakiem).
Wiadomo, ze kontrybucje dla zamknigtych obszarow sa takie same dla O i F,, wiec
wplyw na roznice y(F,) — y(0) beda mialy tylko rdéznice w Kontrybucjach
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wierzchotkow i1 krawedzi.
Przypomnijmy, ze kontrybucje dla wierzchotkow orbifoldu O moga przyjmowac

nastepujace wartosci dla wierzchotkow: 1, %, % i % ; adla krawedzi: 11 % .

Kontrybucje do roznicy charakterystyk Eulera_y(F,) — x(0) wynosza:
—dlaobszarow 1 — 1 = 0;
— dla wierzchotkow zwyczajnych 1 — 1 = 0;
— dla krawedzi wewnetrznych 1 — 1 = 0;
— dla wierzchotkow obrotowych/stozkowych 1 — % > 0;

Do rozwazenia pozostaty jeszcze wierzchotki i krawedzie brzegowe powierzchni F,.
Zauwazmy, ze wierzchotkow brzegowych jest tyle samo co krawedzi brzegowych.
Ich Kontrybucje do r6znicy wynosza:

— dla wierzchotk6éw kalejdoskopowych/naroznych 1 — % > %;

— dla pozostatych wierzchotkow lustrzanych 1 — % = %;
—dla krawedzi 1 — % = % :
Przypisujac wigc niejako kazdemu wierzchotkowi brzegowemu dokladnie jedna
krawedz brzegowa, mozemy zauwazyC, ze sumaryczna kontrybucja wierzchotkow i

krawedzi brzegowych powierzchni F, do r6znicy charakterystyk Eulera wynosi wigc:
X (F, o) —X (0) =

1 1 1 1 1
= Zwierzchoiki (1 - 2_ - E) + Zwierzcho%ki (E - E) + + Zwierzcho{ki (1 - ) =
narozner nr lustrzane stozkowe q Nq
1 1 1
= Zwierzcha%ki (E - 2_) + Zwierzcho{ki (1 - ) (4.3.2)
naroiner nr stozkowe q Nq

Mamy zatem y(F,) — y(0) = 0 . W takim razie, jesli y(0) = 0, to y(F,) = 0.

Zanim przejdziemy do dowodu Magicznego Twierdzenia przytoczmy jeszcze jeden
fakt, ktorego nie bedziemy uzasadnia¢, gdyz jego dowod wykracza poza zakres tej
pracy.

Fakt 4.3.3 Powierzchnia E, orbifoldu O jest nieorientowanina doktadnie wtedy, kiedy
wsrod symetrii wzoru znajduje sie specjalna symetria z poslizgiem.

Uzasadnienie Magicznego Twierdzenia

Magiczne Twierdzenie uzasadnimy korzystajac z tego, ze y(0) = 0 (Twierdzenie
4.2.1) oraz z twierdzenia o klasyfikacji powierzchni (Twierdzenie 4.3.1).

Wiemy, ze skoro y(0) =0, to y(F,) = 0. Ponadto, ze wzoru na charakterystyke
Eulera dowolnej powierzchni x(F,) = x(F,) —n, mamy x(F) = x(F,) +n, stad
x(F) = x(F,) = 0.

Z Twierdzenia Klasyfikacyjnego dla powierzchni zamknietych tatwo widaé, ze E, jest
zatem jedna z czterech powierzchni: sfera, torusem, ptaszczyzna rzutowa lub butelka
Kleina, bo tylko te powierzchnie zamknigte maja charakterystyke Eulera nieujemna.

Korzystajac z tego, ze charakterystyka Eulera dowolnego orbifoldu wzoru ptaskiego
wynosi 0 (Twierdzenie 4.2.1), mozemy zapisac rownosc:

48



2=2-x(0)=(2- x(R)) + (x(B) - x(F)) + (x(E) - x(0)).  (43.4)

Zauwazmy, ze kazdy z 3 sktadnikow sumy po prawej stronie rownosci (4.3.4) jest

nieujemny, poniewaz:

— ostatni sktadnik jest nieujemny dzigki rownosci (4.3.2);

— srodkowy dzigki temu, ze ta r6znica to liczba komponent brzegu powierzchni  F,;

— pierwszy dzigki temu, ze zadna powierzchnia zamknigta nie ma charakterystyki
Eulera wigkszej niz 2, co wida¢ z Twierdzenia Klasyfikacyjnego (Twierdzenie 4.3.1).

Pokazemy, ze powyzsze 3 skladniki sumy odpowiadaja cenom poszczegdlnych
rodzajow znakow wystepujacych w sygnaturach typow symetrii wzorow plaskich.

Ostatni sktadnik odpowiada kosztom znakéw punktow kalejdoskopowych i
obrotowych bez kosztéw znakéw *, czyli cenom samych liczb pojawiajacych si¢ w
sygnaturze wzoru.

X(F) = 2(0) = X punity G=3)+E ey (1= ) = D +3, (%)

. R 2n n
naroiner stozkowe q T q

Srodkowy sktadnik odpowiada liczbie komponent brzegu w powierzchni E,, czyli
liczbie znakdéw * w sygnaturze, a zatem sumarycznemu kosztowi znakow * w
sygnaturze wzoru.

Pierwszy sktadnik odpowiada cenom symboli o oraz X pojawiajacych si¢ w
sygnaturze, co uzasadniamy ponizej, osobno dla kazdego z czterech mozliwych

przypadkow.

Przypadek 1.

Jesli E, jest torusem £, to rowniez F, jest torusem (bo y(%;) = 0, wiec gdyby F, byto
torusem z wycietymi dyskami, to mieliby$my y(F,) < 0, wbrew temu, ze y(F,) = 0).
W tym wypadku 2 — )((FZ) =2 —0 =2, wigc drugi i trzeci sktadnik w rownosci
(4.3.4) musza wynosi¢ zero, a zatem w orbifoldzie nie moga wystgpowac juz zadne
punkty charakterystyczne ani zadne komponenty brzegu.

Poniewaz powierzchnia F, jest orientowalna we wzorze nie moze by¢ tez zadnej
specjalnej symetrii z poslizgiem (Fakt 4.3.3).

Sygnatura takiego wzoru to o. Zatem sumaryczny koszt znakéw o i X w tym
przypadku wynosi 2, czyli jest rowny pierwszemu sktadnikowi sumy ze wzoru 4.3 .4.

Przypadek 2.

Jesli E, jest butelka Kleina P,, t0 jest nia rowniez F, (bo y(P,) = 0, wigc gdyby F,
byto butelka Kleina z wycigtymi dyskami, to mielibysmy y(F,) < 0, wbrew temu, ze
x(F,) = 0). W tym wypadku 2 — )((1:";) =2 — 0 = 2, wigc drugi i trzeci sktadnik w
réwnosci (4.3.4) musza wynosi¢ zero, a zatem w orbifoldzie nie moga wystgpowac juz
zadne punkty charakterystyczne ani zadne komponenty brzegu.

Poniewaz powierzchnia F, jest nieorientowalna we wzorze wystgpuja specjalne
symetrie z poslizgiem (Fakt 4.3.3).

Sygnatura takiego wzoru to xx. Zatem sumaryczny koszt znakow o i x w tym
przypadku wynosi 2, czyli jest réwny pierwszemu sktadnikowi sumy ze wzoru 4.3.4.
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4.4

Przypadek 3.

Jesli E, jest plaszczyzna rzutowa P,, t0 2 — )((ﬁo) = 1. Powierzchnia F, bedzie
nieorientowalna, wigc we wzorze bedzie wystgpowac specjalna symetria z poslizgiem
(Fakt 4.3.3), stad w sygnaturze wystapi znak X.

Ze wzoru 4.3.4 wynika, ze w tym przypadku drugi i trzeci sktadnik sumy musza da¢
razem 1, zatem w sygnaturze wzoru wystapi jeszcze znak * lub liczby, czyli wystapi
doktadnie jeden znak X. Poniewaz wtedy w sygnaturze nie bedzie juz znaku o,
sumaryczny koszt znakéw o i x w tym przypadku wynosi 1, czyli jest rowny
pierwszemu sktadnikowi sumy ze wzoru 4.3.4.

Przypadek 4.

Jesli E, jest sfera, to F, jest powierzchnia orientowalna, wiec we wzorze nie moze
wystapi¢ zadna specjalna symetria z po$lizgiem (Fakt 4.3.3), a tym samym
W sygnaturze wzoru nie moze by¢ zadnego znaku X.

Ponadto w sygnaturze nie moze by¢ tez zadnego znaku o, bo jesli F, ma brzeg, to w
sygnaturze jest znak *, a jesli F, nie ma brzegu, to y(F,) — x(0) = 2, wiec sygnatura
zawiera liczby. Zatem sumaryczny koszt znakow o i X w tym przypadku wynosi 0, czyli
jest rowny pierwszemu sktadnikowi sumy ze wzoru 4.3.4.

Powyzsze rozumowanie uzasadnia ceng sygnatury kazdego wzoru ptaskiego oraz
przedstawione w podrozdziale 3.1 koszty w cenniku symetrii, tym samym uzasadniajac
Magiczne Twierdzenie.

Uzasadnienie, ze y(0) = 0 dla orbifoldow wzoréw ptaskich

Wykazemy teraz, ze charakterystyka Eulera orbifoldu wzoru ptaskiego wynosi 0, czyli
udowodnimy Twierdzenie 4.2.1.

Twierdzenie udowodnimy dla przypadku, w ktérym mapa na orbifoldzie wzoru
ptaskiego ma doktadnie jeden obszar. Dowod dla przypadku, gdy mapa orbifoldu sktada
si¢ z wigce] niz jednego obszaru jest nieco bardziej skomplikowany 1 nie przedstawiamy
go w tej pracy.

W dowodzie wykorzystamy ponizszy fakt o charakterystyce Eulera dla wielokatow,
ktérego wyprowadzenie czytelnik moze znalez¢ w rozdziale 6. ksiazki ,,Szkota
geometrii. Odczyty kaliskie” [3].

Fakt 4.4.1 Dla dowolnej mapy M na ograniczonym wielokqcie W, y(M) = 1.

Dowdd Twierdzenia 4.2.1:

Wezmy orbifold O wraz z jego mapa M,. Przeciwobrazem mapy M, przez
odwzorowanie sktadki R? — O jest mapa na R?, czego nie bedziemy tutaj precyzyjnie
dowodzié, uznajac to za pogladowo oczywiste. Mapa, ktora w ten sposdb otrzymujemy
jest mapa nieskonczona. Oznaczymy ja przez M,,.

Na mapie M, obiekty tego samego rodzaju to takie, ktore przez odwzorowanie
rzutowania odwzorowuja ten sam obiekt w orbifoldzie.
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Rozwazmy teraz dostatecznie duze wielokaty W w R?, bedace czeécia mapy M.,
zaopatrzone w mapy begdace jej obcigciami. Wielokaty W z takimi mapami bedziemy
nazywac wielokqtami mapowymi.

Przypomnijmy, ze stosunek obwodu kota do jego pola maleje wraz ze wzrostem
dhugosci promienia i dazy do 0.
2nr 2

—="_0.
mr2 1 row

Ten fakt jest intuicyjnie wskazoéwka, ze mozna tak wybraé ciag Wy coraz to wigkszych
wielokatow mapowych, by dla dostatecznie duzych wielokatow liczba obiektow
pewnego rodzaju i dotykajacych jego brzegu byta coraz mniejsza w stosunku do
obiektow tego rodzaju znajdujacych si¢ ,,w $rodku”. Dla kazdej pary 0;, L;, gdzie
0;(Wy) oznacza liczbe brzegowych wystapien danego obiektu, a L;(Wy) liczbe
wszystkich wystapien tego obiektu w wielokacie W, zachodzi:

0;(Wy)

N

Li(Wy) N—oo
Aby ta wlasno$¢ byla spetniona, wielokaty Wy trzeba wybiera¢ tak, by swoim ksztattem
z grubsza przypominaly coraz wigksze kota.

Ly(Wn)
Ls(Wy)’
wierzchotkow kalejdoskopowych tego samego rodzaju k na mapie M, w wielokacie

Wy, a Lg(Wy) liczbe obszarow w wielokacie Wy .

k r@ ﬁ

Zbadamy teraz granicg ilorazu gdzie L,(Wy) oznacza liczbe wystapien

Rysunek 4.4.1

Oszacujmy najpierw Lg(Wy).

Prawostronnie — rozpatrujac wszystkie punkty kalejdoskopowe rodzaju k lezace w
wielokacie Wy 1 wszystkie przylegajace do nich obszary s, réwniez te, ktére wychodza
poza brzeg wielokata Wy, tatwo zauwazy¢, ze punktow kalejdoskopowych jest 2n,
razy mniej niz takich obszarow (Rysunek 4.4.1). Pamigtajac jednak, ze czg$¢ z tych
obszarow lezy poza wielokatem, mamy nierownos$¢:

Ls(Wy) < 2ny, - L (Wy).
Lewostronnie — jezeli od wszystkich punktow kalejdoskopowych wystepujacych w
wielokacie Wy odejmiemy te lezace na brzegu, to mamy nierdwnos$¢:
(Lx(Wy) — 0, (Wy)) - 2nye < Le(Wy).

Stad (L(Wy) — 0, (Wy)) - 2n < Ly(Wy) < 2n - Ly (Wy) .
Mamy zatem
. LrWn)—0r(Wn))-2ng . Ls(Wpy) . 2npL(Wy)
< 2 UN) ndle Sl AN\ AP
limy L (W) = 1\1/1330 LeWn) = Noeo  Le(Wy) 21y .

Obliczmy granicg z lewej strony powyzszej nierOwnosci:
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(LeWN) -0k Wn))-2ne _ . LkWn)-2mge . Ok(W)-2mye
Le(Wp) Noow Lg(Wy) Nooo Lpg(Wp)

limy_ e

_ _ 0r(Wp) _ I
= 2n;, — 2ny - Al]_r)rolo W) =2n, — 0 =2n,;.

LWy, 2n;, , a tym samym

Z twierdzenia o trzech ciagach, mamy zatem, ze
Lg(WN) Nooo

Li(W 1
k(Wn) .
Ls(Wn) N-oowo 2ng

Przyjmijmy nastgpujace bardziej systematyczne 0znaczenia:

V' — zbidr wierzchotkow mapy na O.
V Vi, UV, UV, UV, gdzie V,, to wierzcholki kalejdoskopowe, V, — obrotowe,
— lustrzane, a V, — zwyczajne.

E — zbior krawedzi mapy na O.
E = E, U E,,, gdzie E}, to krawedzie brzegowe, a E, to krawedzie wewngtrzne.

Z wczesniejszego szacowania mamy zatem:

Jeshi v € V,, to =)
Ls(Wpn) N-ow 27’1

kalejdoskopowego wzoru.

, gdzie n, to krotnos$¢ wierzchotka v jako punktu

Podobne szacowanie pozwala otrzymac nast¢pujace granice.

Jesli ve V, to Ly (W) X gdzie n, to krotno$¢ wierzchotka v jako punktu
Ls(Wpn) Noowo ny,

obrotowego wzoru.

L,(W 1
v(Wn)

Jesliv € Vi, to——=
Ls(WN) N-oo 2

LZ(WN)

Jeslive V,to LW oo

Le(Wp)

Jeslie € Ep, t0 ———= LW Voo

1
>
Le(WN) 1

Jeslie € E,, 10 LW Moo

Wiemy, ze — 0. Korzystajac z Faktu 4.4.1 mozemy zapisac:

Ls(Wp) N—>00

0 = lim XWn) = lim Yvev Ly(Wn)—Yeeg Le(Wn)+Ls(W ) —
Nooo Ls(Wy) — Nooo Ls(Wy)  Nooo Ls(Wp)

_ llm ZvEVk Lv(WN)+Z1J€V0 LU(WN)+Z1JEVI LU(WN)+EUEVZ LU(WN)_ZQEEb Le(WN)_ZeeEW Le(WN)‘l'Ls(WN) _
‘Now Ls(Wy) B

Zvevk o + ZveVo + Zvevl > + ZveVZ 1- ZeeEb ZeEEW 1+1= x(0),

co nalezato udowodnic.
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Twierdzenie 4.2.1 udowodnilismy dla przypadku, w ktorym mapa na orbifoldzie
wzoru ptaskiego ma doktadnie jeden obszar zamknigty. Dla ogolnego przypadku dowod
przebiegalby podobnie, jednak z duza liczba niuanséw (np. ktoére punkty
kalejdoskopowe przylegaja do ktorych obszaréw), bardzo ztozonym zapisem, i dlatego
nie bedziemy go przeprowadzac.
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