
GEOMETRIA ALGEBRAICZNA, Lista 6

Niech K b¦dzie ciaªem algebraicznie domkni¦tym i R b¦dzie pier±cieniem.

1. Obliczy¢ nast¦puj¡ce krotno±ci przeci¦cia:

(a) I(0, (Y −X2) ∩ (Y m +X2m)) dla m ∈ N>0;

(b) I(0, (Y 4 +X4 −X2) ∩ (Y 2 −X3 +X2));

(c) I(0, (Y 4X3 +X4Y 2 −X2 + Y 7 + Y 2 + Y ) ∩ (Y 2 − Y 5X3 + 1 +X2));

(d) I(0, (Y −X2) ∩ (Y 3 +X6));

(e) I(0, (Y 4 +X4 −X2) ∩ (Y 2 −X3 +X2));

(f) I(0, (XY 4 +X4 −X2 +X8 +X) ∩ (XY 2 −X3 +X2)).

2. Niech S b¦dzie podzbiorem multyplikatywnym pier±cienia R.

(a) Przypomnie¢ de�nicj¦ lokalizacji RS (R nie musi byc dziedzin¡!).

(b) Opisa¢ j¡dro homomor�zmu

φ : R → RS , φ(r) =
r

1
.

(c) Niech P b¦dzie ideaªem pierwszym w R oraz e ∈ R\P elementem takim, »e e2 = e. Niech

φ : R → RP b¦dzie jak w podpunkcie (b) powy»ej. Udowodni¢, »e φ obci¦te do eR zadaje

izomor�zm pier±cieni (z jedynk¡):

eR ∼= RP .

3. Zaªó»my, »e e1, . . . , em ∈ R s¡ takie, »e:

(a) e21 = e1, . . . , e
2
m = em;

(b) e1 + . . .+ em = 1;

(c) dla ka»dych i ̸= j mamy eiej = 0.

Udowodni¢, »e funkcja:

f : R → e1R× . . .× emR, f(r) = (re1, . . . , rem)

jest izomor�zmem pier±cieni (przemiennych z 1).

4. Dla i ∈ {1, . . . , n+ 1} okre±lamy:

πi : P
n−1 → Pn, πi([a1 : . . . : an]) = [a1 : . . . : ai−1 : 0 : ai : . . . : an].

Udowodni¢, »e funkcja πi jest dobrze okre±lona i »e jest ró»nowarto±ciowa.

5. Dla i ∈ {1, . . . , n+ 1} okre±lamy:

φi : A
n → Pn, φi(a1, . . . , an) = [a1 : . . . : ai−1 : 1 : ai : . . . : an]

i de�niujemy Ui := φi(A
n) ⊂ Pn.

(a) Udowodni¢, »e w przypadku n = 1 mamy

φ−1
1 (U1 ∩ U2) = φ−1

2 (U1 ∩ U2) = A
1 \ {0};

∀x ∈ A1 \ {0} φ−1
2 (φ1(x)) = 1/x.

Czyli P1 mo»emy rozumie¢ jako dwie kopie A1 sklejone wzdªu» podzbioru (tego samego

dla obu kopii) A1 \ {0} ⊂ A1 dzi¦ki nast¦puj¡cej funkcji sklejenia:

A1 \ {0} → A1 \ {0}, x 7→ 1/x.



(b) Uogólni¢ podpunkt (a) powy»ej z przypadku n = 1 na przypadek dowolnego n ∈ N>0.

(c) Zde�niowa¢ (sensownie!) topologi¦ Zariskiego na Pn u»ywaj¡c podpunktu (b) powy»ej.

(d) Dla K = C zde�niowa¢ (sensownie!) topologi¦ euklidesow¡ na Pn u»ywaj¡c podpunktu

(b) powy»ej.

(e) Dla K = C zde�niowa¢ (sensownie!) struktur¦ rozmaito±ci (zespolonej b¡d¹ ró»niczkowej)

na Pn u»ywaj¡c podpunktów (b) i (d) powy»ej.

(f) Dla K = C, udowodni¢ »e mamy dyfeomor�zm (b¡d¹ jedynie homeomor�zm w topologii

euklidesowej)

P1(C) ∼= S2,

gdzie S2 jest sfer¡ (Riemanna), u»ywaj¡c podpunktu (e) powy»ej.


