
GEOMETRIA ALGEBRAICZNA, Lista 5

Niech K b¦dzie ciaªem algebraicznie domkni¦tym i R b¦dzie pier±cieniem.

1. Dla k1, . . . , kn ∈ N>0 obliczy¢:

dimK

(
K[X1, . . . , Xn]/(X

k1
1 , . . . , Xkn

n )
)
.

2. Niech I, J P R oraz I ⊆
√
J . Udowodni¢, »e je±li ideaª I jest sko«czenie generowany, to istnieje

n ∈ N takie, »e In ⊆ J .

3. Niech P ⊆ I ⊆ Q b¦d¡ ideaªami w dziedzinie R takimi, »e P i Q s¡ pierwsze. Udowodni¢, »e

mamy nast¦puj¡cy izomor�zm R-algebr:

RQ

IRQ

∼=
(R/P )Q/P

I/P (R/P )Q/P
.

4. Niech C b¦dzie krzyw¡ a�niczn¡, v ∈ C punktem gªadkim i f ∈ K(C). Udowodni¢, »e f jest

lokalnym parametrem C w punkcie v wtedy i tylko wtedy, gdy f ma zero w punkcie v rz¦du 1.

5. Niech C b¦dzie krzyw¡ planarn¡, I(C) = (F ) dla pewnego wielomianu F ∈ K[X,Y ] i zaªó»my,

»e 0 = (0, 0) ∈ C. Udowodni¢, »e:

(a) T0(C) = V ( ∂F∂X (0)X + ∂F
∂Y (0)Y ),

(b) przeksztaªcenie K-dwuliniowe

Φ : T0(C)× IC(0)/IC(0)
2 → K

zde�niowane na wykªadzie indukuje izomor�zm przestrzeni liniowych:

(T0(C))∗ ∼= IC(0)/IC(0)
2.

6. Niech R b¦dzie UFD, r ∈ R b¦dzie nierozkªadalny i L = R0. De�niujemy

vr : L
∗ → Z, vr(α) = n dla α = rn

a

b
, gdzie a, b ∈ R oraz r ∤ ab.

Dla α, β ∈ L∗ udowodni¢, »e:

(a) je±li α+ β ∈ L∗, to vr(α+ β) ⩾ min(vr(α), vr(β));

(b) vr(αβ) = vr(α) + vr(β);

(c) vr(L
∗) = Z.

7. Niech (R,m) b¦dzie pier±cieniem DVR i vR valuacj¡ dan¡ przez parametr uniformizuj¡cy R.

Udowodni¢, »e dla dowolnego a ∈ R \ {0} mamy vR(a) = n, gdzie a ∈ mn \mn+1 (m0 := R).

8. Niech v b¦dzie waluacj¡ (dyskretn¡) na ciele L. De�niujemy

Ov := {x ∈ L | v(x) ⩾ 0}, mv := {x ∈ L | v(x) > 0}.

Udowodni¢, »e (Ov,mv) jest pier±cieniem DVR i »e v = vOv .


