GEOMETRIA ALGEBRAICZNA, Lista 2

Niech K C L bedzie rozszerzeniem cial, A C L, a,b € L oraz n € IN.

(1) Udowodni¢, ze istnieje wieza cial K C Ly C L, taka ze rozszerzenie K C L jest czysto
przestepne i rozszerzenie Ly C L jest algebraiczne.

(Definicja: Rozszerzenie cial K C Lg jest czysto przestepne, gdy istnieje B C Ly, taki
ze B jest algebraicznie niezalezny nad K i Ly = K(B).)

(2) Udowodni¢, ze jesli K C L jest czysto przestepne, to wtedy dla kazdego z € L\ K,
mamy ze x jest przestepny nad K.

(3) Znalez¢ przyklad rozszerzenia cial K C M, takiego ze:

(a) Dla kazdego x € M \ K, x jest przestepny nad K, ale rozszerzenie K C M nie jest
czysto przestepne.

(b) Nie istnieje wieza cial K C L C M, taka ze rozszerzenie K C L jest algebraiczne
i rozszerzenie L C M jest czysto przestepne.

(4) Zalozmy, ze a ¢ A. Udowodnié, ze AU {a} jest algebraicznie niezalezny nad K wtedy
i tylko wtedy, gdy A jest algebraicznie niezalezny nad K i a jest przestepny nad K(A).

(5) Udowodni¢, ze A jest baza przestepna L nad K wtedy i tylko wtedy, gdy A jest alge-
braicznie niezalezny nad K i rozszerzenie K(A) C L jest algebraiczne.

(Definicja: Podzbior A C L jest bazq przestepng L nad K, gdy A jest maksymalnym
podzbiorem L, ktory jest algebraicznie niezalezny nad K.)

(6) Zasada Wymiany Steinitza
Udowodnié, ze jesli a jest algebraiczny nad K(A U {b}) i a jest przestepny nad K(A),
to wtedy b jest algebraiczny nad K (AU {a}).

(7) Udowodni¢, ze jesli B i B’ sa przestepnymi bazami L nad K, to |B| = |B/|.
(Definicja: Moc powyzszego B jest nazywana stopniem przestepnym L nad K i jest
oznaczana przez trdeg, L.)

(8) Zalozmy, ze M jest ciatem, ¢ : K — M jest izomorfizmem i K C K', M C M’ s3
algebraicznymi domknieciami. Udowodnié, ze ¢ rozszerza sie do izomorfizmu pomiedzy
K'i M.

(9) Niech K C L' bedzie rozszerzeniem cial, takim ze:

trdeg, L = trdeg, L'.

Udowodni¢, ze gdy L i L’ sa algebraicznie domkniete, to wtedy L =y L.

(10) Udowodni¢, ze gdy L i L' sa nieprzeliczalnymi algebraicznie domknietymi cialami tej
samej charakterystyki i tej samej mocy, to L = L.

(11) Zalozmy, ze F' € K[X,Y] jest nierozkladalny i niech L := (K[X,Y]/(F))o (ciato utam-
kow). Udowodni¢, ze trdegy L = 1.

(12) Niech P bedzie idealem pierwszym pierscienia R i I,J beda idealami R, takimi ze
P =1nNJ. Udowodnié¢, ze P =1 lub P = J.

(13) Niech R bedzie pierscieniem, u € R* i a € R. Udowodnié, ze funkcja

Ror—r+ (uX+a) e RX]/(uX +a)

jest izomorfizmem.
(14) Dla ktorych n, wielomian Y? — X" € K[X, Y] jest nierozkladalny?



