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Niech K ⊆ L b¦dzie rozszerzeniem ciaª, A ⊆ L, a, b ∈ L oraz n ∈ N.

(1) Udowodni¢, »e istnieje wie»a ciaª K ⊆ L0 ⊆ L, taka »e rozszerzenie K ⊆ L0 jest czysto
przest¦pne i rozszerzenie L0 ⊆ L jest algebraiczne.
(De�nicja: Rozszerzenie ciaª K ⊆ L0 jest czysto przest¦pne, gdy istnieje B ⊆ L0, taki
»e B jest algebraicznie niezale»ny nad K i L0 = K(B).)

(2) Udowodni¢, »e je±li K ⊆ L jest czysto przest¦pne, to wtedy dla ka»dego x ∈ L \ K,
mamy »e x jest przest¦pny nad K.

(3) Znale¹¢ przykªad rozszerzenia ciaª K ⊆ M , takiego »e:
(a) Dla ka»dego x ∈ M \K, x jest przest¦pny nad K, ale rozszerzenie K ⊆ M nie jest

czysto przest¦pne.
(b) Nie istnieje wie»a ciaª K ⊆ L ⊆ M , taka »e rozszerzenie K ⊆ L jest algebraiczne

i rozszerzenie L ⊆ M jest czysto przest¦pne.
(4) Zaªó»my, »e a /∈ A. Udowodni¢, »e A ∪ {a} jest algebraicznie niezale»ny nad K wtedy

i tylko wtedy, gdy A jest algebraicznie niezale»ny nad K i a jest przest¦pny nad K(A).
(5) Udowodni¢, »e A jest baz¡ przest¦pn¡ L nad K wtedy i tylko wtedy, gdy A jest alge-

braicznie niezale»ny nad K i rozszerzenie K(A) ⊆ L jest algebraiczne.
(De�nicja: Podzbiór A ⊆ L jest baz¡ przest¦pn¡ L nad K, gdy A jest maksymalnym
podzbiorem L, który jest algebraicznie niezale»ny nad K.)

(6) Zasada Wymiany Steinitza

Udowodni¢, »e je±li a jest algebraiczny nad K(A ∪ {b}) i a jest przest¦pny nad K(A),
to wtedy b jest algebraiczny nad K(A ∪ {a}).

(7) Udowodni¢, »e je±li B i B′ s¡ przest¦pnymi bazami L nad K, to |B| = |B′|.
(De�nicja: Moc powy»szego B jest nazywana stopniem przest¦pnym L nad K i jest
oznaczana przez trdegKL.)

(8) Zaªó»my, »e M jest ciaªem, φ : K → M jest izomor�zmem i K ⊆ K ′, M ⊆ M ′ s¡
algebraicznymi domkni¦ciami. Udowodni¢, »e φ rozszerza si¦ do izomor�zmu pomi¦dzy
K ′ i M ′.

(9) Niech K ⊆ L′ b¦dzie rozszerzeniem ciaª, takim »e:

trdegK L = trdegK L′.

Udowodni¢, »e gdy L i L′ s¡ algebraicznie domkni¦te, to wtedy L ∼=K L′.
(10) Udowodni¢, »e gdy L i L′ s¡ nieprzeliczalnymi algebraicznie domkni¦tymi ciaªami tej

samej charakterystyki i tej samej mocy, to L ∼= L′.
(11) Zaªó»my, »e F ∈ K[X, Y ] jest nierozkªadalny i niech L := (K[X, Y ]/(F ))0 (ciaªo uªam-

ków). Udowodni¢, »e trdegKL = 1.
(12) Niech P b¦dzie ideaªem pierwszym pier±cienia R i I, J b¦d¡ ideaªami R, takimi »e

P = I ∩ J . Udowodni¢, »e P = I lub P = J .
(13) Niech R b¦dzie pier±cieniem, u ∈ R∗ i a ∈ R. Udowodni¢, »e funkcja

R ∋ r 7→ r + (uX + a) ∈ R[X]/(uX + a)

jest izomor�zmem.
(14) Dla których n, wielomian Y 2 −Xn ∈ K[X, Y ] jest nierozkªadalny?


