
GEOMETRIA ALGEBRAICZNA, Lista 1

Niech X b¦dzie niepust¡ przestrzeni¡ topologiczn¡, K ciaªem algebraicznie domkni¦tym, V
rozmaito±ci¡ a�niczn¡ (nad K), n,m ∈ N>0 i I zbiorem (parametrów).

(1) Udowodni¢, »e nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:
(a) X jest noetherowska;
(b) ka»da niepusta rodzina podzbiorów domkni¦tych X ma element minimalny (wzgl¦-

dem relacji inkluzji);
(c) jest speªniony wst¦puj¡cy warunek ªa«cucha wzgl¦dem podzbiorów otwartych X;
(d) ka»da niepusta rodzina podzbiorów otwartych X ma element maksymalny (wzgl¦-

dem relacji inkluzji).
(2) Udowodni¢, »e je±li X jest noetherowska, to X jest quasi-zwarta, tzn. ka»de otwarte

pokrycie X ma sko«czone podpokrycie.
(3) Udowodni¢, »e X jest noetherowsk¡ przestrzeni¡ Hausdor�a wtedy i tylko wtedy, gdy

X jest sko«czona z topologi¡ dyskretn¡.
(4) Udowodni¢, »e je±li Y ⊆ X, to dim(Y ) ⩽ dim(X).
(5) Poda¢ przykªad X, która jest noetherowska i dim(X) = ∞.
(6) Udowodni¢, »e je±li X jest nierozkªadalna i Hausdor�a, to |X| = 1.
(7) Niech Y ⊆ X. Udowodni¢, »e Y jest nierozkªadalny (jako przestrze« topologiczna z

topologi¡ indukowan¡ z X) wtedy i tylko wtedy, gdy domkni¦cie Y w X jest nierozkªa-
dalne.

(8) Niech X b¦dzie nierozkªadalna i zaªó»my, »e U ⊆ X jest otwarty i niepusty. Udowodni¢,
»e U jest g¦sty w X.

(9) Zaªó»my, »e X jest nierozkªadalna, podzbiór Y ⊆ X jest domkni¦ty i dim(Y ) =
dim(X) < ∞. Udowodni¢, »e Y = X.

(10) Zaªó»my, »eX jest noetherowska i T1 (singletony s¡ domkni¦te). Udowodni¢, »e dim(X) =
0 wtedy i tylko wtedy, gdy X jest sko«czona.

(11) Zaªó»my, »e X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym to nierozkªadalne podzbiory X takie, »e:

X1 ∪ . . . ∪Xn = Y1 ∪ . . . ∪ Ym

oraz dla wszystkich mo»liwych k ̸= l mamy Xk ⊈ Xl i Yk ⊈ Yl. Udowodni¢, »e n = m
oraz, »e istnieje permutacja σ ∈ Sn taka, »e

X1 = Yσ(1), . . . , Xn = Yσ(n).

(12) Zaªó»my, »e X = X1∪ . . .∪Xk, gdzie zbiory X1, . . . , Xk s¡ domkni¦te w X. Udowodni¢,
»e:

dim(X) = max (dim(X1), . . . , dim(Xk)) .

(13) Niech k b¦dzie niesko«czonym ciaªem i F,G ∈ k[X1, . . . , Xn]. Udowodni¢, »e je±li F i G
de�niuj¡ te same funkcje wielomianowe z kn w k, to F = G. Znale¹¢ kontrprzykªad dla
k = F2.

(14) Udowodni¢, »e topologia Zariskiego na A2 = A1×A1 nie pokrywa si¦ z topologi¡ pro-
duktow¡ (pochodz¡c¡ z topologii Zariskiego na A1).

(15) Udowodni¢, »e je±li podzbiór W ⊂ An jest sko«czony, to:

K[W ] = Fun(W,K).

(16) Niech K = C. Znale¹¢ wielomian F ∈ R[X, Y ], który jest nierozkªadalny w pier±cieniu
R[X, Y ] i taki, »e V (F ) ∩ R2 jest niepusty i rozkªadalny (z topologi¡ indukowan¡ z
A2 = C2).



(17) Zaªo»my, »e Vi ⊆ An oraz A,Ai ⊆ K[X1, . . . , Xn] dla i ∈ I. Udowodni¢, »e:
(a) V (

⋃
i∈I Ai) =

⋂
i∈I V (Ai);

(b) V (A) = V ((A)) ((A) to ideaª w K[X1, . . . , Xn] generowany przez A);
(c) I(

⋃
i∈I Vi) =

⋂
i∈I I(Vi);

(d) A ⊆ I(V (A)).
(18) Udowodni¢, »e ka»da krzywa planarna V jest krzyw¡ a�niczn¡ (tzn. dim(V ) = 1).
(19) Niech V = V (Y X−1) ⊂ A2. Udowodni¢, »eK-algebryK[V ] iK[A1] nie s¡ izomor�czne

(nawet jako pier±cienie!).
(20) Niech F ∈ K[X, Y ] b¦dzie nierozkªadalny stopnia 2. Udowodni¢, »eK-algebraK[X, Y ]/(F )

jest izomor�czna z K[X, 1/X] lub z K[X].
(21) Niech

V = {(t, t2, t3) ∈ A3 | t ∈ K}.
Udowodni¢, »e V jest krzyw¡ algebraiczn¡.

(22) Niech
V = V (X2 − Y Z,XZ −X) ⊂ A3 .

Opisa¢ rozkªad V na skªadowe nierozkªadalne.
(23) Niech V = V (Y 2 −X3) ⊂ A2. Udowodni¢, »e pier±cie« K[V ] nie jest UFD.
(24) Niech R b¦dzie pier±cieniem PID, który nie jest ciaªem. Udowodni¢, »e dim(R) = 1.
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