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Konwersatorium 31.01.2025, �wiczenia 31.01.2025.

0S. Materiaª teoretyczny: Chi«skie twierdzenie o resztach. Ideaª w pier±cieniu R. Ideaª
gªówny. Pier±cie« euklidesowy jest dziedzin¡ ideaªów gªównych. Pier±cie« ilorazowy. J¡-
dro i obraz homomor�zmu pier±cieni przemiennych z jedynk¡ oraz zasadnicze twierdze-
nie o homomor�¹mie pier±cieni. Opis pier±cienia ilorazowegoK[X]/(W ) (K jest ciaªem),
posta¢ normalna elementów tego pier±cienia oraz implikacja: je±liW jest nierozkªadalny,
to pier±cie«K[X]/(W ) jest ciaªem. Ideaªy maksymalne oraz zwi¡zek pomi¦dzy ideaªami
maksymalnymi i ciaªami. Charakterystyka ciaªa i podciaªo. Równania algebraiczne w
ciele F , znajdowanie rozwi¡za« w rozszerzeniuK ciaªa F . Ciaªo algebraicznie domkni¦te:
de�nicja, istnienie (informacyjnie) i niesko«czono±¢. Ciaªa proste. Podciaªo proste ciaªa
F . Liczba elementów ciaªa sko«czonego.

1S. W nast¦puj¡cych pier±cieniach ilorazowych sporz¡dzi¢ tabelki dodawania i mno»enia.
Znale¹¢ wszystkie dzielniki zera w tych pier±cieniach.
(a) Z6/(3).
(b) (Z3 × Z3)/((1, 2)).

2K. Które z podanych pier±cieni s¡ ciaªami?
(a) Z2 × Z2.
(b) Z4.
(c) Z17.
(d) Q[X]/(X3 − 3).
(e) Q[X]/(X2 + 1).
(f) Z5[X]/(X2 + 1).
(g) R[X]/(X2 + 7).
(h) Mn(R), n > 1.

3K. Zaªó»my, »e F jest ciaªem oraz I P F . Udowodni¢, »e I = {0} lub I = F .
4K. Zaªó»my, »e f : F1 → F2 jest homomor�zmem ciaª. Udowodni¢, »e f jest monomor-

�zmem.
5K. Zaªó»my, »e R niezerowym pier±cieniem przemiennym z 1 oraz ideaª I ◁ R jest taki, »e

I ̸= R. Mówimy, »e ideaª I jest pierwszy, gdy dla wszystkich a, b ∈ R, a · b ∈ I poci¡ga,
»e a ∈ I lub b ∈ I. Udowodni¢, »e:
(a) ideaª I jest pierwszy wtedy i tylko wtedy, gdy pier±cie« R/I jest dziedzin¡;
(b) je±li I jest maksymalny, to I jest pierwszy.

6. Obliczy¢ sum¦ i iloczyn danych elementów w podanych pier±cieniach ilorazowych i poda¢
wyniki w postaci normalnej. Które z tych pier±cieni ilorazowych s¡ ciaªami?
(a) 3X + 4 + I i 5X − 2 + I w R[X]/(X2 − 7).
(b) X2 + 3X + 1 + I i −2X2 + 4 + I w Q[X]/(X3 + 2).
(c) X2 + 1 + I i X + 1 + I w Z2[X]/(X3 +X + 1).

7. Udowodni¢ istnienie poni»szych izomor�zmów. Wskazówka: w ka»dym przypadku znale¹¢
epimor�zm pier±cieni, którego j¡drem jest odpowiedni ideaª i zastosowa¢ zasadnicze
twierdzenie o homomor�zmie pier±cieni.
(a) R[X]/(X2 + 5) ∼= C.
(b) Q[X]/(X2 − 7) ∼= Q[

√
7] = {a+ b

√
7 : a, b ∈ Q}.

(c) Z14/(2) ∼= Z2.
(d) R[X]/(X − r) ∼= R, gdzie R jest pier±cieniem przemiennym z jedynk¡ i r ∈ R.
(e) R[X, Y ]/(X + Y ) ∼= R[Y ].



8. Wyznacznik

∣∣∣∣∣∣
676 117 522
375 65 290
825 143 639

∣∣∣∣∣∣ jest dodatni i mniejszy od 100. Obliczy¢ ten wyznacznik

za pomoc¡ chi«skiego twierdzenia o resztach.
Wskazówka: obliczy¢ warto±¢ wyznacznika modulo 10 i modulo 11.

9. Wskaza¢ generatory nast¦puj¡cych ideaªów w danych pier±cieniach euklidesowych:
(a) (2) ∩ (3) w Z;
(b) (12) ∩ (18) w Z;
(c) (X2 − 1) ∩ (X + 1) w Q[X].
Zauwa»y¢ ogóln¡ prawidªowo±¢.

10. Wskaza¢ generatory nast¦puj¡cych ideaªów w danych pier±cieniach euklidesowych:
(a) (2, 3) w Z;
(b) (9, 12) w Z;
(c) (X2 +X + 1, X2 + 1) w Z2[X].
Zauwa»y¢ ogóln¡ prawidªowo±¢.
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