ALGEBRA 1, Lista 12

Konwersatorium 24.01.2025 i Cwiczenia 24.01.2025.

0S. Podstawowe twierdzenie arytmetyki. Element nierozkladalny w pierécieniu. Twierdze-
nie o jednoznacznym rozktadzie w pierscieniu euklidesowym. Zasadnicze twierdzenie
algebry liczb zespolonych. Twierdzenie o pierwiastkach zespolonych wielomianu rzeczy-
wistego. Opis elementoéw nierozktadalnych pierscienia C[X] oraz piercienia R[X].
Twierdzenie o pierwiastkach wymiernych wielomianu. Lemat Gaussa i Kryterium Eisen-
steina.

1S. Zalozmy, ze R jest dziedzing oraz a,b € R\ {0}. Udowodnié, ze jesli alb, to istnieje
jedyne g € R takie, ze ag = b. Wtedy ¢ nazywamy lorazem b przez a i oznaczamy %
(podobnie jak oznaczamy ulamek).

2S. Udowodnié, ze nastepujace liczby rzeczywiste s niewymierne, odwotujac sie do twierdzenia

o pierwiastkach wymiernych wielomianu: /2, v/25, {’/g

3K. Czy dane wielomiany sa nierozktadalne w podanym pierscieniu?
(a) X?+ X2+ X +1w Q[X].

)
) X1+ X2 — 6w Q[X].
) 4X3 +3X2 4+ X + 1 w Zs[X].
) X°+15 w Q[X].
) X4 —2X3+ X2+ 1w R[X].
4K. (a) Zalozmy, ze wielomiany W,V € R[X] \ {0} sa wzglednie pierwsze, tzn. 1 jest
najwiekszym wspolnym dzielnikiem W i V. Udowodnié, ze istnieja wielomiany
S, T € R[X] takie, ze w ciele R(X) mamy:
1 S T
wv. - w Vv
(b) Udowodni¢, ze kazda funkcje wymierng 7" € R(X) mozna przedstawié jako sume
utamkow postaci %, gdzie VW € R[X] oraz W jest potega nierozkladalnego
wielomianu stopnia < 2 (uwaga: dzieki temu umiemy catkowaé funkcje wymierne!).
5. Wskazaé nierozktadalny wielomian:
(a) stopnia 2 nalezacy do Zs[X];
(b) stopnia 3 nalezacy do Z[X];
(c) stopnia 4 nalezacy do Zs[X].
6. Roztozy¢ podane wielomiany na czynniki nierozktadalne w podanych pierscieniach:
(a) X°—1w Q[X];

)

)
d) X* —9X +3 w Q[X];
(e) X? —4X +1w Q[X];
() X®—16 w Q[X];
(8) X* —16 w RLX];
(h) X® —16 w C[X];

7. Zalozmy, ze R jest dziedzina, element p € R jest nierozkladalny oraz v € R*. Udowod-
nic¢, ze element g = up tez jest nierozktadalny.
8. Niech R bedzie dziedzing i a,b € R. Zaloézmy, ze a nie dzieli b oraz element a jest
nierozktadalny. Udowodni¢, ze najwickszy wspolny dzielnik a i b to 1.
9. Zalozmy, ze p jest liczba pierwsza.
(a) Udowodnié, ze (X — a)|(XP~! — 1) w Z,[X] dla kazdego a € Z, \ {0}.
(b) Obliczy¢ iloraz (X?~1 —1)/(X —a) w Z,[X], gdzie p=5ia = 2.
(c) Udowodni¢, ze w pierscieniu Z,[X] zachodzi:

X 1=(X-1)-(X-2)-...-(X—p+1).



