ALGEBRA 1, Lista 11

Konwersatorium 10.01.2025, Cwiczenia 10.01.2025.
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Material teoretyczny: Norma euklidesowa i pierécien euklidesowy: definicja. Pierscien
Gaussa i pierscien wielomian6w nad ciatem jako pierscienie euklidesowe. Podzielno$c¢
i elementy stowarzyszone w pierécieniu R. Najwiekszy wspdlny dzielnik i najmniejsza
wspolna wielokrotno§é w pierscieniu R. Istnienie najwiekszego wspoélnego dzielnika w
pierscieniu euklidesowym. Algorytm Euklidesa w 7Z oraz w dowolnym pierscieniu euk-
lidesowym R. Twierdzenie Bézout.
Wykona¢ dzielenie z reszta w nastepujacych pierécieniach euklidesowych. Podzielié:

(a) X?+3X +8przez X +1 w R[X];

(b) X2 +3X +3 przez X +1 w Zs[X];

(c) 3i przez 141 w Z][i].

Niech K bedzie cialem. Udowodni¢, ze w pier$cieniu euklidesowym K[X] (norma Eu-
klidesa jest stopien wielomianu) iloraz i reszta w dzieleniu z reszta sg wyznaczone jed-
noznacznie.
W podanym pierscieniu euklidesowym R, dla elementéow a,b € R, znalez¢ elementy
r,s,t € R, takie ze r jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem a i b oraz r = as + bt.
a) a = 2891, b= 1589, R =Z.
(b) a=2X3—4X?-8X +1, b=2X3-5X?-5X +2, R=Q[X].

¢) a=X"+2 b=X*+3, R=17;X].
(dy a=4—1, b=1+1i, R="7]i].

. Czy w podanym pierscieniu R dane elementy a,b € R sa stowarzyszone?
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(a) a=5,b=—5 R="17.
(b)a=2,b=4, R="17.
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a=X+1,b=5X+5, R=17Z[X]
a=1+1i,b=1—i, R=12[i.
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g) a=1+1i,b=2+1i, R="7[].
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Ja=X+1,b=5X+6, R =Q[X].
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. Rozstrzygnaé¢, czy dany element jest odwracalny w danym pierscieniu. Jesli tak, to

znalez¢ element odwrotny.

a) 105 W Zss1.

(b) |3 3] w Ma(2Zs).
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Czy funkcja

0:Z[X]\ {0} = N, §(W) = deg(W)
jest norma euklidesowa w pierscieniu Z[X|?
Zatozmy, ze R jest dziedzina, n € IN i W € R[X] jest wielomianem stopnia n. Udowod-
ni¢, ze W ma nie wiecej niz n pierwiastkow w R (wskazowka: rozwazy¢ cialo utamkow
pierscienia R i skorzystaé z twierdzenia Bézout).
Ile pierwiastkow ma wielomian X? 4+ 5X € Zg[X| w pierscieniu Zg? Porowna¢ wynik z
poprzednim zadaniem.



