
ALGEBRA 1, Lista 12

Konwersatorium 9.01.2024 i �wiczenia 12.01.2024.
0S. Twierdzenie Bézout(a). Podstawowe twierdzenie arytmetyki. Element nierozkªadalny

w pier±cieniu. Twierdzenie o jednoznacznym rozkªadzie w pier±cieniu euklidesowym.
Zasadnicze twierdzenie algebry liczb zespolonych. Twierdzenie o pierwiastkach zes-
polonych wielomianu rzeczywistego. Opis elementów nierozkªadalnych pier±cienia C[X]
oraz pier±cienia R[X]. Twierdzenie o pierwiastkach wymiernych wielomianu. Lemat
Gaussa i Kryterium Eisensteina.

1S. Zaªó»my, »e R jest dziedzin¡ oraz a, b ∈ R \ {0}. Udowodni¢, »e je±li a|b, to istnieje
jedyne q ∈ R takie, »e aq = b. Wtedy q nazywamy ilorazem b przez a i oznaczamy b

a
(podobnie jak oznaczamy uªamek).

2S. Udowodni¢, »e nast¦puj¡ce liczby rzeczywiste s¡ niewymierne, odwoªuj¡c si¦ do twierdzenia

o pierwiastkach wymiernych wielomianu: 3
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3K. Rozªo»y¢ podane wielomiany na czynniki nierozkªadalne w podanych pier±cieniach:
(a) X5 − 1 w Q[X];
(b) X4 + 1 w Z5[X];
(c) 2X3 +X2 + 4X + 2 w Q[X].

4K. (a) Zaªó»my, »e wielomiany W,V ∈ R[X] \ {0} s¡ wzgl¦dnie pierwsze, tzn. 1 jest
najwi¦kszym wspólnym dzielnikiem W i V . Udowodni¢, »e istniej¡ wielomiany
S, T ∈ R[X] takie, »e w ciele R(X) mamy:
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(b) Udowodni¢, »e ka»d¡ funkcj¦ wymiern¡ T ∈ R(X) mo»na przedstawi¢ jako sum¦
uªamków postaci V

W
, gdzie V,W ∈ R[X] oraz W jest pot¦g¡ nierozkªadalnego

wielomianu stopnia 6 2 (uwaga: dzi¦ki temu umiemy caªkowa¢ funkcje wymierne!).
5K. Zaªo»my, »e R jest dziedzin¡, elementy p, q ∈ R s¡ nierozkªadalne i p|q. Udowodni¢, »e

p ∼ q.
6. Wskaza¢ nierozkªadalny wielomian:

(a) stopnia 2 nale»¡cy do Z5[X];
(b) stopnia 3 nale»¡cy do Z7[X];
(c) stopnia 4 nale»¡cy do Z2[X].

7. Zaªó»my, »e R jest dziedzin¡, n ∈ N i W ∈ R[X] jest wielomianem stopnia n. Udowod-
ni¢, »e W ma nie wi¦cej ni» n pierwiastków w R (wskazówka: rozwa»y¢ ciaªo uªamków
pier±cienia R).

8. Ile pierwiastków ma wielomian X3 + 5X ∈ Z6[X] w pier±cieniu Z6? Porówna¢ wynik z
poprzednim zadaniem.

9. Zaªó»my, »e R jest dziedzin¡, element p ∈ R jest nierozkªadalny oraz u ∈ R∗. Udowod-
ni¢, »e element q = up te» jest nierozkªadalny.

10. Niech R b¦dzie dziedzin¡ i a, b ∈ R. Zaªó»my, »e a nie dzieli b oraz element a jest
nierozkªadalny. Udowodni¢, »e najwi¦kszy wspólny dzielnik a i b to 1.

11. Zaªó»my, »e p jest liczba pierwsz¡.
(a) Udowodni¢, »e (X − a)|(Xp−1 − 1) w Zp[X] dla ka»dego a ∈ Zp \ {0}.
(b) Obliczy¢ iloraz (Xp−1 − 1)/(X − a) w Zp[X], gdzie p = 5 i a = 2.
(c) Udowodni¢, »e w pier±cieniu Zp[X] zachodzi:

Xp−1 − 1 = (X − 1) · (X − 2) · . . . · (X − p+ 1).


