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Zad.
Zad.

1 Pokaz, ze kazdy ciagg zbiezny jest ciagiem Cauchy’ego.

2 Pokaz, ze jesli ciag Cauchy’ego ma podciag zbiezny, to jest zbiezny.
Zad. 3 Podaj przyktad przestrzeni spojnej, zupelnej i nieo§rodkowe;j.

4

Zad. Pokaz, ze przestrzenie zupelne, ktére sa catkowicie ograniczone, sg zwarte.

Zad. 5 Udowodnij, ze jezeli w przestrzeni X kazdy zstepujacy ciag zbioréw domknietych o
srednicach malejacych do 0 ma niepusty przekréj, to X jest zupelna.

Zad. 6 Podaj przykltad przestrzeni zupelnej i zstepujacego ciggu zbioréw domknietych o
ograniczonych srednicach, ktéry ma przekroj pusty.

Zad. 7 Pokaz, ze jezeli X jest metryzowalna w sposéb zupelny i F' C X jest domkniety, to
U jest metryzowalny w sposob zupelny.

Zad. 8 Pokaz, ze jezeli X jest metryzowalna w sposob zupelny i U C X jest otwarty, to U
jest metryzowalny w sposob zupelny. (Wskazowka: niech d bedzie odpowiednia metryka na X.
Rozwaz metryke dang wzorem
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Zad. 9 Pokaz, ze jezeli X jest metryzowalna w sposéb zupelny i G C X jest typu Gs, to G
jest metryzowalny w sposob zupely. (Wskazowka: G jest przeliczalnym przekrojem zbiorow
otwartych (U,,). Dla kazdego z tych zbioréw uzyj poprzedniego zadania. Z przeliczalnie wielu
metryk, ktore otrzymasz, zt6z jedna metryke.)

Zad. 10 Pokaz, ze w przestrzeni zupelnej przekroj przeliczalnie wielu zbioréw gestych otwar-
tych jest gesty. (Wskazowka: twierdzenie Baire’a).

Zad. 11  Rozwazmy kostke Hilberta X = [0, 1]N i zbior ¢g = {(a,) € X : lima, = 0}. Pokaz,
ze ¢q jest zbiorem borelowskim (oszacuj, jak wysoko jest w hierarchii zbioréw borelowskich).

Zad. 12 (%) Niech N C [0,1] bedzie zbiorem liczb normalnych, przy czym r jest liczba

normalna, jesli
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(tutaj r; jest i-ta cyfra nieskonczonego rozwiniecia dwojkowego r). Uzasadnij, ze N jest zbiorem
borelowskim.

Zad. 13 (%) Postuz sie twierdzeniem Baire’a, zeby udowodnié nastepujace twierdzenie: jezeli
f:0,1] — R jest funkcja gtadka (tzn. pochodne wszystkich rzedow f sa ciagte) taka, ze dla
kazdego x € [0, 1] istnieje n takie, ze £ (x) = 0, to f jest wielomianem. (Wskazowka: niech
Sy = {z: f® =0} i X = {z: I(a,b) > z, [ nie jest wiclomianem na (a,b)}. Z faktu, ze
0,1] = U,, Sn wywnioskuj, ze Sy, zawiera przedzial dla pewnego m.)



