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Zad. 1 Pokaz, ze zbior A C X jest gesty w przestrzeni metrycznej (X, d) wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego € > 0 i dla kazdego = € X istnieje a € A taki, ze d(z,a) < €.

Zad. 2 Pokaz, ze podprzestrzen osrodkowej przestrzeni metryzowalnej jest osrodkowa. (Wska-
zowka. Uzyj faktu, ze osrodkowe przestrzenie metryzowalne maja baze przeliczalna.)

Zad. 3 Udowodnij, ze przestrzen C]0,1] jest osrodkowa (korzystajac z twierdzenia Weier-
strassa mowiacego o tym, ze zbior wielomianéw jest gesty w C[0, 1]).

Zad. 4 Powiemy, ze przestrzen (X,d) jest catkowicie ograniczona, jezeli dla kazdego ¢ > 0
istnieje e-sie¢, a wiec zbiér skonczony F' o wlasnodci:

Vee X Jy e Fd(x,y) <e.

Pokaz, ze przestrzenie catkowicie ograniczone sa o$rodkowe, lecz niekoniecznie na odwrét. Po-
kaz, ze przestrzenie catkowicie ograniczone sa ograniczone, ale niekoniecznie na odwrot. (Prze-
strzeni jest ograniczona, jezeli istnieje C takie, ze d(z,y) < C dla kazdych z,y € X).

Pokaz, ze przestrzenie zwarte sa catkowicie ograniczone, a wiec oSrodkowe.

Zad. 5 Niech XY beda przestrzeniami metrycznymi i niech funkcja f: X — Y bedzie
ciagla i ,na”. Pokaz, ze jesli X jest zwarta, to Y rowniez. (Oczywiscie to od razu wynika
z og6lniejszego twierdzenia z wyktadu. Przeprowadz alternatywny dowdd uzywajac ciagowej
definicji ciaglosci i zwartosci.)

Zad. 6 Sprawdz, czy ponizsze przestrzenie sg zwarte:

e ([0,1] z metryka supremum,

e przestrzen z gruszka,

e {(z,y) € R?: 22 +9? < 1} z metryka centrum,

e strzalka,

e {fe€C[0,1]: Vz € [0,1] |f(x)| < 1} z metryka supremum.

Zad. 7 Pokaz, ze zbiory postaci
Uy x Uy x .. x U, x[0,1] x [0,1] x ...,

przy czym n € N, a U; sa otwartymi podzbiorami [0,1] dla ¢ < n, stanowia baze kostki Hil-
berta (patrz lista przestrzeni metrycznych). Zauwaz, ze ta teza bedzie prawdziwa rowniez, gdy
zalozymy dodatkowo, ze U; sa postaci (a;, b;) N[0,1] dla a; < b; € R.

Zad. 8 (x) Podaj przyktad metryki d na R? takiej, ze (R?, d) jest osrodkowa, ale Q2 nie jest

w niej zbiorem gestym.

Zad. 9 (%) Zalozenie metryzowalnosci w zadaniu 2 jest konieczne. Plaszczyzna Sorgenfreya
to R? wyposazona w topologie zadang baza: {[a,b) X [¢,d): a < b,c < d}.



e Pokaz, ze plaszczyzna Sorgenfreya jest osrodkowa.

e Znajdz podprzestrzen D C R? mocy ¢ taka, ze D jest przestrzenia dyskretna, tzn. jej
singletony sa otwarte. Wywnioskuj, ze D nie jest osrodkowa.



