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Cw. 1 Fcjah:(0,1)\{2:neN} =Y, h(z) =1+ [L] jest homeomorfizmem. Znajdz Y.

o0
Cw. 2 Czy f:{0,1}N =R, f(z)= > ;Eﬁ)l jest ciagta? Czy jest ’1-1’? (Znajdz jej obraz.)

n=0

Zad. 1 Ogznaczmy przez C' zbior Cantora. Na potrzeby tego zadania czgstkami bedziemy
nazywaé przedzialy powstajace w toku konstrukcji zbioru Cantora (np. [0,1/3], [4/9,5/9],
[4/27,5/27], ...). Niech h: {0,1} — C bedzie funkcja zdefiniowana na wyktadzie. Pokaz, ze
zbiory postaci ANC, gdzie A jest czastka, tworza baze zbioru Cantora. Wywnioskuj, ze funkcja
h jest ciagla. Pokaz, ze h™! jest ciagla.

Zad. 2 Ustalmy X i topologie T na X. Pokaz, ze B C T jest baza topologii T wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego x € X i dla kazdego zbioru otwartego U > z istnieje B € B taki, ze
re BCU.

Zad. 3 Udowodnij, ze jesli X jest przestrzenia metryzowalna osrodkowsa, to X ma baze
przeliczalna. (Wskazowka. Przyjmij oznaczenia: niech d oznacza metryke generujaca topologie
na X; niech A = {ay,ag, ...} bedzie przeliczalnym zbiorem gestym. Zdefiniuj baze postugujac
si¢ kulami. . .)

Zad. 4 Postugujac sie stwierdzeniem udowodnionym w powyzszym zadaniu pokaz, ze strzatka
nie jest metryzowalna. (Wskazowka: najtrudniej pokazaé, ze strzatka nie ma bazy przeliczalnej.
Zeby to zobaczy¢ rozwaz otoczenia x postaci [z, x+1) i uzyj charakteryzacji bazy z poprzednich
zadan).

Zad. 5 Pokaz, ze przestrzen C[0, 1] jest osrodkowa (korzystajac z twierdzenia Weierstrassa
o aproksymowaniu funkcji ciagtych wielomianami).

Zad. 6 Plaszczyzna Sorgenfreya to R? wyposazona w topologie zadang baza: {[a,b) x
[e,d): a < b,c < d}.

e Pokaz, ze pltaszczyzna Sorgenfreya jest osrodkowa.

e Znajdz podprzestrzeii D C R? mocy ¢ taka, ze D jest przestrzenia dyskretna, tzn. jej
singletony sa otwarte. Wywnioskuj, ze D nie jest osrodkowa.

Zad. 7 Powiemy, ze przestrzen (X,d) jest catkowicie ograniczona, jezeli dla kazdego ¢ > 0
istnieje e-sie¢, a wiec zbior skoniczony F' o wtasnosci:

Ve e X Jy € F d(z,y) <e.

Pokaz, ze przestrzenie catkowicie ograniczone sa osrodkowe, lecz niekoniecznie na odwrot.



Zadanie trudniejsze i rekreacyjne.

Zad. 8 Przestrzeii Baire’a definiujemy w nastepujacy sposéb. Na zbiorze NN (wszystkich
ciagow liczb naturalnych) generujemy topologie zbiorami postaci By = {x € NV: Vi < n z(i) =
s(i)}, gdzie s jest ciagiem liczb naturalnych dtugosci n. (Zauwaz podobienstwo tych zbiorow
do zbioréw bazowych w kostce Cantora.).

e Pokaz, ze przestrzen Baire’a jest metryzowalna.

e (*) Pokaz, ze przestrzen Baire’a jest homeomorficzna z R \ Q z metryka euklidesowa.
Zad. 9 Pokaz, ze zbior Cantora C' jest homeomorficzny z C' x C' (tutaj C x C traktujemy
jako podprzestrzen R? z metryka euklidesows).

Zad. 10 Podaj przyklad takiej metryki na R2, ktora daje przestrzen osrodkowa, w ktorej
Q x Q nie jest zbiorem gestym.



