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Definicja. Niech (X,7) bedzie przestrzenia topologiczna. Powiemy, ze B C T jest baza te]
przestrzeni, jezeli kazdy zbior otwarty (czyli element 7°) jest suma pewnej podrodziny rodziny
B. (Np. w przestrzeniach metrycznych rodziny kul stanowia bazy.).

Definicja. Przestrzen topologiczna X jest metryzowalna, jezeli istnieje metryka d na X, w
ktorej rodzina zbioréw otwartych jest topologia X.

Zad. 1 Znajdz podprzestrzeii X przestrzeni euklidesowej R zawierajaca zbior A = [0,1)
taka, ze A jest w X otwarty, ale nie jest domkniety.

Zad. 2 Pokaz, ze podprzestenn X = {% n € {1,2,,...}} przestrzeni euklidesowej R jest
dyskretna (tzn. kazdy podzbior jest otwarty). AY = {1+ L :nme{1,2,,...}}7

Zad. 3 Niech Y bedzie poprzestrzenia przestrzeni X i niech A C Y. Cgy:
a) jesli A jest otwarty w Y, to A otwarty w X7
b) jesli A jest otwarty w X, to A otwarty w Y7
c) jesli A jest gesty w Y 1Y jest gesty w X, to A jest gesty w X7

Zad. 4 Niech X, Y beda przestrzeniami topologicznymi i niech B bedzie baza przestrzeni
Y. Pokaz, ze nastepujace warunki sa rownowazne ciggtosci funkcji f: X — Y

o f![F] jest domkniety dla kazdego domknietego FF C Y,
e f71[B] jest otwarty dla kazdego B € B.

Zad. 5 Pokaz, ze okrag bez punktu jest homeomorficzny z prosta euklidesows. Uogolnij ten
wynik na wyzsze wymiary.

Zad. 6 Ktore przeksztalcenia liniowe sa homeomorfizmami? Ktore sa funkcjami ciggltymi?
Zad. 7 Pokaz, ze trojkat jest homeomorficzny z kwadratem.

Zad. 8 Pokaz, ze w przestrzeni Hausdorffa punkty sa domkniete, a ciagi zbiezne maja tylko
jedna granice.

Zad. 9 Czy podprzestrzen przestrzeni Hausdorffa jest przestrzenia Hausdorffa?
Zad. 10 Rozwazmy przestrzen Cp[0, 1] funkcji ciagltych z topologia rozwazana na wykladzie

(tzn. z baza skladajaca sie ze wszystkich skoniczonych przekrojow zbioréw postaci AL = {f €
C[0,1]: f(x) € I}, gdzie x € [0,1], a I C R jest otwarty.

a) Pokaz, ze C}0, 1] jest przestrzeniag Hausdorffa.

b) Pokaz, ze (f,) jest zbiezny do f (w tej przestrzeni) wtedy i tylko wtedy, gdy (f) jest
zbiezny do f punktowo (tzn. lim, f,(z) = f(z) dla kazdego x € [0, 1]).

Zad. 11 Pokaz, ze jezeli X jest przestrzenig metryzowalng, to spetnia nastepujaca wlasnosé:
dla kazdego x € X istnieje rodzina {U,: n € w} otwartych otoczen x takich, ze dla kazdego V,
otwartego otoczenia z, istnieje n, ze U, C V. (Wskazoéwka: pomysl o kulach.) Wywnioskuj, ze
przestrzen Cp([0, 1]) nie jest metryzowalna.



