
Imi�, nazwisko 1 2 3 Σ16 16 16 48EGZAMIN 1 29 I 2009Zad. 1 Sprawd¹, 
zy podana funk
ja jest metryk¡ na N:
d(n, m) = |n − m|.Jakie wªasno±
i (zwarto±¢, zupeªno±¢, o±rodkowo±¢) ma przestrze« metry
zna (N, d)? Czypotra�sz poda¢ przykªad funk
ji f : N → N, która nie jest 
i¡gªa wzgl�dem tej metryki?Zad. 2 Podaj przykªad niesko«
zonej rodziny parami rozª¡
zny
h podzbiorów g�sty
h

R.



Zad. 3 Nie
h A = (Q ∪ [0, 1)) ∩ (−2,∞). Obli
z domkni�
ie, wn�trze i brzeg A. Czy
A jest zbiorem borelowskim?Zad. 4 Które z poni»szy
h zda« s¡ prawdziwe?

• jesli A ⊆ B ⊆ R i B jest borelowski, to A jest borelowski;
• w »adnej przestrzeni metry
znej nie istnieje zbiór zwarty i g�sty;
• funk
je 
i¡gªe na przedziaªa
h ograni
zony
h s¡ ograni
zone;
• zbiory (0,∞) i R z metryk¡ euklidesow¡ s¡ homeomor�
zne.



Zad. 5 Podaj przykªad nieeuklidesowej przestrzeni Bana
ha. Podaj w tej przestrzeniprzykªad szeregu zbie»nego i szeregu, który nie jest zbie»ny.Zad. 6 Podaj przykªad nieeuklidesowej przestrzeni unitarnej (tj. takiej, w której ist-nieje zgodny z norm¡ ilo
zyn skalarny). Jak wygl¡da w Twojej przestrzeni twierdzeniePitagorasa?



Zad. 7 Które z poni»szy
h zda« s¡ prawdzwie?
• w przestrzeni Bana
ha mo»e istnie¢ szereg zbie»ny, le
z nie bezwzgl�dnie zbie»ny;
• istnieje szereg funk
yjny zbie»ny niemal jednostajnie, le
z nie jednostajnie;
• istnieje funk
ja jednostajnie 
i¡gªa, która nie jest Lips
hitza.Zad. 8 Które z poni»szy
h funk
ji mog¡ by¢ przybli»ane jednostajnie wielomianami:
• sin(x) na R;
• sin(x) na [0, 8);
• x2 na R?



Zad. 9 Podaj przykªad zbioru A ⊆ [0, 1], który jest miary dodatniej i nie zawiera»adnego przedziaªu.Zad. 10 Nie
h B b�dzie zbiorem ty
h li
zb z przedziaªu [0, 1], które nie maj¡ w roz-wini�
iu dziesi�tnym 
yfry 2. Obli
z λ(B).



Zad. 11 Poka», »e miara Lebesgue'a zbioru jednopunktowego wynosi 0. Czy jest towªasno±¢ ka»dej miary?Zad. 12 Nie
h f : R → R b�dzie funk
j¡ borelowsk¡. Poka», »e je±li λ({x : f(x) >
0}) > 0, to istnieje n > 0, takie »e λ({x : f(x) > (1/n)}) > 0.


