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Zad. 1 Pokaz, ze nastepujace funkcje sa borelowskie. (Uwaga: zeby sprawdzi¢, ze dany
przeciwobraz jest borelowski, niekoniecznie trzeba go znalez¢).
1, gdy x > 0,
f(z) = sgn(z) = {0, gdy = =0,
—1, gdy = < 0.

g(x) = sgn(sin(z))

0, gdy x <0,
h(z) =< )
sin(+), gdy = > 0.

_ Ja*—e" gdy x €Q,
log(|z| +1)* gdy = ¢ Q.

Zad. 2 Zalozmy, ze (f,) jest ciagiem funkcji borelowskich takich, ze istnieje r € R
taki, ze f,(x) < r dla kazdego n i dla kazdego x. Pokaz, ze wtedy f zdefiniowane jako

J(@) = sup fu(2)

jest funkcja borelowska. (Wskazowka: przesledz dowdd faktu, ze granica punktowa ciagu
funkeji borelowskich jest borelowska.)

Zad. 3 Pokaz, ze jezeli funkcja f: R — R jest borelowska, a A(A) = 0, to

/Afd/\zo.

Pokaz to najpierw dla f bedacej funkcja prosta, potem dla f - funkcji borelowskiej
nieujemnej, a dopiero na koricu w pelnej ogoélnosci.

Zad. 4 Oblicz calke f[l 5 [ dX, gdzie flz)=1.

Zad. 5 Oblicz catke f[l 3) f du, gdzie f(x) = %, a p jest miarg liczaca okre$long na
P(R), tzn. u(A) = |A| dla A - skoniczonego i u(A) = oo dla A nieskonczonego.

Zad. 6 Oblicz catke f[o 1 9 dA, gdzie

_ Ja*dlaze0,1]\Q,
= {sm@f) dlaz € [0,1]NQ

Zad. 7 Podaj pare przyktadéw funkecji f: R — R, ktore sa réwnie A\-prawie wszedzie
funkeji g(x) = 2z + 1.

Zad. 8 Podaj pare przyktadow funkcji f: R — R, ktore sa réwnie dp-prawie wszedzie
funkeji g(z) = 2x + 1. (Tutaj d jest delta Diraca w punkcie 0). Podaj charakteryzacje
takich funkcji.



