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Zad. 1 Poka», »e nast¦puj¡ce funkcje s¡ borelowskie. (Uwaga: »eby sprawdzi¢, »e dany
przeciwobraz jest borelowski, niekoniecznie trzeba go znale¹¢).

f(x) = sgn(x) =


1, gdy x > 0,

0, gdy x = 0,

−1, gdy x < 0.

g(x) = sgn(sin(x))

h(x) =

{
0, gdy x ≤ 0,

sin( 1
x
), gdy x > 0.

i(x) =

{
x2 − ex gdy x ∈ Q,
log(|x|+ 1)4 gdy x /∈ Q.

Zad. 2 Zaªó»my, »e (fn) jest ci¡giem funkcji borelowskich takich, »e istnieje r ∈ R
taki, »e fn(x) < r dla ka»dego n i dla ka»dego x. Poka», »e wtedy f zde�niowane jako

f(x) = sup
n
fn(x)

jest funkcj¡ borelowsk¡. (Wskazówka: prze±led¹ dowód faktu, »e granica punktowa ci¡gu
funkcji borelowskich jest borelowska.)

Zad. 3 Poka», »e je»eli funkcja f : R→ R jest borelowska, a λ(A) = 0, to∫
A

f dλ = 0.

Poka» to najpierw dla f b¦d¡cej funkcj¡ prost¡, potem dla f - funkcji borelowskiej
nieujemnej, a dopiero na ko«cu w peªnej ogólno±ci.

Zad. 4 Oblicz caªk¦
∫
[1,3)

f dλ, gdzie f(x) = 1
x
.

Zad. 5 Oblicz caªk¦
∫
[1,3)

f dµ, gdzie f(x) = 1
x
, a µ jest miar¡ licz¡c¡ okre±lon¡ na

P(R), tzn. µ(A) = |A| dla A - sko«czonego i µ(A) =∞ dla A niesko«czonego.

Zad. 6 Oblicz caªk¦
∫
[0,1]

g dλ, gdzie

g(x) =

{
x2 dla x ∈ [0, 1] \Q,
sin(x2) dla x ∈ [0, 1] ∩Q.

Zad. 7 Podaj par¦ przykªadów funkcji f : R→ R, które s¡ równie λ-prawie wsz¦dzie
funkcji g(x) = 2x+ 1.

Zad. 8 Podaj par¦ przykªadów funkcji f : R→ R, które s¡ równie δ0-prawie wsz¦dzie
funkcji g(x) = 2x + 1. (Tutaj δ0 jest delt¡ Diraca w punkcie 0). Podaj charakteryzacj¦
takich funkcji.


