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Zad. 1 Sprawd¹, »e rodzina zªo»ona z podzbiorów przeliczalnych i podzbiorów ko-
przeliczalnych R tworzy σ-ciaªo. Zauwa», »e jest to σ-ciaªo generowane przez rodzin¦
wszystkich podzbiorów sko«czonych R. (Przypomnienie: zbiór A ⊆ R jest ko-przeliczalny,
je±li R \ A jest przeliczalny.)

Zad. 2 Sprawd¹, »e funkcja µ : A → {0, 1} (gdzie A jest rodzin¡ z zadania 1), dana
wzorem

µ(A) =

{
0, gdy A jest przeliczalny

1, gdy A jest ko-przeliczalny.

jest miar¡.

Zad. 3 Poka», »e funkcja µ : P(R)→ {0, 1} dana wzorem

µ(A) =

{
0, gdy A jest przeliczalny

1, gdy A jest nieprzeliczalny.

nie jest miar¡.

Zad. 4 Poka», »e funkcja µ : P(N)→ [0,∞] dana wzorem

µ(A) =

{
|A|, gdy A jest sko«czony

∞, gdy A jest niesko«czony.

jest miar¡.

Zad. 5 Poka», »e poni»sze rodziny generuj¡ rodzin¦ zbiorów borelowskich (tzn., »e
najmniejszym σ-ciaªem zawieraj¡cych dan¡ rodzin¦ jest rodzina zbiorów borelowskich):

a) rodzina podzbiorów otwartych R,

b) rodzina przedziaªów otwartych R,

c) rodzina zbiorów postaci (a,∞) dla a ∈ R,

d) rodzina zbiorów postaci [−∞, q] dla q ∈ R.

Wskazówka: najpierw zauwa», »e ka»dy z powy»szych zbiorów jest borelowski, a wi¦c
σ-ciaªa generowane przez te rodziny nie s¡ wi¦ksze od rodziny zbiorów borelowskich.
Nast¦pnie poka», »e za pomoc¡ elementów ka»dej z powy»szych rodzin da si¦ zapisa¢
(u»ywaj¡c

⋃
,
⋂
, \ i dopeªnie«) dowolny przedziaª domkni¦ty.

Zad. 6 Oblicz z de�nicji λ([0, 1] ∪ [2, 5)).

Zad. 7 Poka», »e je»eli P ⊆ R jest przeliczalny, to λ(P ) = 0.



Zad. 8 Sprawd¹, czy poni»sze stwierdzenia s¡ prawdziwe:

a) λ(A) = λ(A) dla ka»dego A ∈ Bor(R),

b) λ(A) = λ(Int(A)) dla ka»dego A ∈ Bor(R),

c) je±li λ(A) ≤ λ(B), to A ⊆ B dla ka»dych A, B ∈ Bor(R),

d) λ(A ∪B) = λ(A) + λ(B)− λ(A ∩B) dla A,B ∈ Bor(R).

Zadania mniej obowi¡zkowe (aczkolwiek nietrudne):

Zad. 9 Niech A ⊆ (0, 1) b¦dzie zbiorem tych liczb, w których rozwini¦ciu dziesi¦tnym
wyst¦puje cyfra 7. Oblicz λ(A).

Zad. 10 Poka», »e je»eli µ(X) <∞ i (An) jest ci¡giem zst¦puj¡cym elementów Σ, to
µ(
⋂

nAn) = limn µ(An).

Zad. 11 Podaj przykªad zst¦puj¡cego ci¡gu (An) zbiorów borelowskich takiego, »e
λ(
⋂

nAn) < limn µ(An).


