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Zad. 1 Sprawdz, ze rodzina ztozona z podzbiorow przeliczalnych i podzbioréw ko-
przeliczalnych R tworzy o-cialo. Zauwaz, ze jest to o-cialo generowane przez rodzine
wszystkich podzbiorow skonczonych R. (Przypomnienie: zbior A C R jest ko-przeliczalny,
jesli R\ A jest przeliczalny.)

Zad. 2 Sprawdz, ze funkcja p: A — {0, 1} (gdzie A jest rodzina z zadania 1), dana
wzorem

0, gdy A jest przeliczalny
p(A) =

1, gdy A jest ko-przeliczalny.
jest miara.

Zad. 3 Pokaz, ze funkcja pu: P(R) — {0, 1} dana wzorem

(4) = 0, gdy A jest przeliczalny
a 1, gdy A jest nieprzeliczalny.
nie jest miara.

Zad. 4 Pokaz, ze funkcja p: P(N) — [0, 00] dana wzorem

(A) = |Al, gdy A jest skonczony
s ] o, gdy A jest nieskoriczony.

jest miara.

Zad. 5 Pokaz, ze ponizsze rodziny generuja rodzine zbiorow borelowskich (tzn., ze
najmniejszym o-ciatem zawierajacych dang rodzine jest rodzina zbioréw borelowskich):

a) rodzina podzbioréow otwartych R,

o

)
) rodzina przedzialow otwartych R,
)

¢) rodzina zbioréw postaci (a,00) dla a € R,

d) rodzina zbiorow postaci [—o0, ¢| dla ¢ € R.

Wskazowka: najpierw zauwaz, ze kazdy z powyzszych zbioréw jest borelowski, a wiec
o-ciata generowane przez te rodziny nie sa wieksze od rodziny zbioréw borelowskich.
Nastepnie pokaz, ze za pomoca elementéw kazdej z powyzszych rodzin da sie zapisac
(uzywajac |, ), \ i dopelnien) dowolny przedzial domkniety.

Zad. 6  Oblicz z definicji A([0, 1] U [2,5)).
Zad. 7 Pokaz, ze jezeli P C R jest przeliczalny, to \(P) = 0.



Zad. 8 Sprawd?, czy ponizsze stwierdzenia sa prawdziwe:

a) A(A) = A(A) dla kazdego A € Bor(R),

b

)

) AM(A) = A(Int(A)) dla kazdego A € Bor(R),

c) jesli A(A) < A\(B), to A C B dla kazdych A, B € Bor(R),
)

d) MAUB) = AA) + A(B) — A(AN B) dla 4, B € Bor(R).

Zadania mniej obowiazkowe (aczkolwiek nietrudne):

Zad. 9 Niech A C (0,1) bedzie zbiorem tych liczb, w ktérych rozwinieciu dziesietnym

wystepuje cyfra 7. Oblicz A(A).

Zad. 10 Pokaz, ze jezeli u(X) < ooi (A,) jest ciagiem zstepujacym elementow X, to
(N, An) = lim, u(A,).

Zad. 11 Podaj przyklad zstepujacego ciagu (A,) zbiorow borelowskich takiego, ze
AN, An) < lim,, p(Ay).



