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Zad. 1 Niech (X, 〈·, ·〉) b¦dzie przestrzeni¡ unitarn¡. Wyja±nij, dlaczego jest ona prze-
strzeni¡ metryczn¡. Dlaczego próba de�nicji iloczynu skalarnego na zbiorze (a nie prze-
strzeni liniowej) nie miaªaby sensu?

Zad. 2 Poka», »e na C[0, 1] nie da si¦ okre±li¢ iloczynu skalarnego zgodnego z norm¡
supremum tzn. takiego 〈·, ·〉, »e ||f ||sup =

√
〈f, f〉 dla ka»dego f ∈ C[0, 1]. (Wskazówka:

u»yj równo±ci równolegªoboku). Wywnioskuj, »e przestrze« C[0, 1] z metryka supremum
nie jest przestrzeni¡ unitarn¡.

Zad. 3 Poka», »e dla wektorów x, y w przestrzeni unitarnej X nast¦puj¡ce warunki
s¡ równowa»ne:

a) x ⊥ y,

b) ||x+ λy|| = ||x− λy|| dla ka»dego λ ∈ R,

c) ||x+ λy|| ≥ ||x|| dla ka»dego λ ∈ R.
Zad. 4 Zapisz twierdzenie Pitagorasa dla wybranych przez siebie funkcji z C2[0, 1].

Zad. 5 Oblicz 〈f, g〉 w C2[0, 1], gdzie

a) f(x) = x, g(x) = x2,

b) f(x) = ex, g(x) = x.

Zad. 6 Posªuguj¡c si¦ wªasno±ciami iloczynu skalarnego w przestrzeni euklidesowej,
zde�niuj k¡t mi¦dzy wektorami w przestrzeni unitarnej. Nast¦pnie oblicz k¡t mi¦dzy
ci¡gami ( 1

2n
) i ( 1

3n
) w `2.

Zad. 7 Zapisz szeregi Fouriera funkcji na (−π, π)
a) f(x) = |x|,

b) f(x) = x2.

Zadania mniej obowi¡zkowe (aczkolwiek nietrudne):

Zad. 8 Odwoªuj¡c si¦ do przestrzeni euklidesowych, zde�niuj, co to jest rzut wektora
x na prost¡ {a ·y : a ∈ R} rozpinan¡ przez wektor y w przestrzeni unitarnej. Znajd¹ rzut
funkcji f(x) = x2 na prost¡ rozpinan¡ przez g(x) = sinx w przestrzeni C(−π, π).
Zad. 9 Udowodnij, »e w przestrzeniach unitarnych zachodzi nierówno±¢ Schwarza,
tzn. dla ka»dego x, y

|〈x, y〉| ≤ ||x|| · ||y||.
Zad. 10 Niech {xk : k ∈ T} b¦dzie ukªadem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta
X. Poka», »e nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

a) dla ka»dego x ∈ X, je±li dla ka»dego k ∈ T 〈x, xk〉 = 0, to x jest wektorem
zerowym,

b) dla ka»dego x ∈ X mamy x =
∑

k∈T 〈x, xk〉xk.


