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Zad. 1 Niech (X, (-,-)) bedzie przestrzenia unitarna. Wyjasnij, dlaczego jest ona prze-
strzenia metryczna. Dlaczego proba definicji iloczynu skalarnego na zbiorze (a nie prze-
strzeni liniowej) nie miataby sensu?

Zad. 2 Pokaz, ze na C[0, 1] nie da sie okresli¢ iloczynu skalarnego zgodnego z norma
supremum tzn. takiego (-,-), ze || f|lsup = \/(f, f) dla kazdego f € C0, 1]. (Wskazowka:
uzyj rownosci rownolegtoboku). Wywnioskuj, ze przestrzen C[0, 1] z metryka supremum
nie jest przestrzenia unitarna.

Zad. 3 Pokaz, ze dla wektorow x, y w przestrzeni unitarnej X nastepujace warunki
sa rOwnowazne:

a) Ly,
b) ||z + Ay|| = ||z — A\y|| dla kazdego A € R,

¢) ||z + Ay|| > ||z]| dla kazdego A € R.
Zad. 4 Zapisz twierdzenie Pitagorasa dla wybranych przez siebie funkcji z C5[0, 1].
Zad. 5 Oblicz (f,g) w C30, 1], gdzie

a) f(z) =, g(x) = 22,

b) f(z) =e", g(z) = .
Zad. 6 Poshigujac sie wlasnosciami iloczynu skalarnego w przestrzeni euklidesowej,
zdefiniuj kgt miedzy wektorami w przestrzeni unitarnej. Nastepnie oblicz kat miedzy
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ciagami (57) 1 (z7) W L.

Zad. 7  Zapisz szeregi Fouriera funkcji na (—m, )

a) f(x) = |xl,
b) f(z) = 22

Zadania mniej obowiazkowe (aczkolwiek nietrudne):

Zad. 8 Odwotujac sie do przestrzeni euklidesowych, zdefiniuj, co to jest rzut wektora
x na prosta {a-y: a € R} rozpinana przez wektor y w przestrzeni unitarnej. Znajdz rzut
funkeji f(z) = 22 na prosta rozpinang przez g(x) = sinz w przestrzeni C(—, 7).
Zad. 9 Udowodnij, ze w przestrzeniach unitarnych zachodzi nieré6wnosé¢ Schwarza,
tzn. dla kazdego x, y

[z, )| < [ - llyll.
Zad. 10  Niech {zy: k € T} bedzie uktadem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta
X. Pokaz, ze nastepujace warunki sa rownowazne:

a) dla kazdego =z € X, jesli dla kazdego k € T (x,zx) = 0, to x jest wektorem
ZETOWYIN,

b) dla kazdego v € X mamy x = ), (z, 2))Ty.



