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W poni»szych zadaniach, je±li C[0, 1] rozumiemy jako przestrze« unormowan¡ norm¡
supremum (o ile nie napisano inaczej).

Zad. 1 Poka», »e zbiór A ⊆ C[0, 1] jest g¦sty wtedy i tylko wtedy, kiedy dla ka»dego
f ∈ C[0, 1] istnieje ci¡g elementów A zbie»ny jednostajnie do f .

Zad. 2 Podaj przykªad zbioru A ⊆ C[0, 1], który nie jest wypukªy.

Zad. 3 Zbadaj zbie»no±¢ jednostajn¡ poni»szych ci¡gów:

a) fn = x2/n na R;

b) fn = x2/n na [0, 2008];

c) fn = sin(x/n) na [0, 1];

d) fn = ln(ex + 1
n
) na R.

Zad. 4 Zbadaj wn¦trza i domkni¦cia poni»szych zbiorów w C[0, 1]

a) {f ∈ C[0, 1] : f(0) < 5};

b) {f ∈ C[0, 1] : f(0) = 1};

c) {f ∈ C[0, 1] : f ma miejsce zerowe};

d) {f ∈ C[0, 1] : f jest liniowa}.

Które z tych zbiorów s¡ wypukªe?

Zad. 5 Czy zbiór funkcji ró»niczkowalnych jest domkni¦ty w C[0, 1]?

Zad. 6 Podaj przykªad ci¡gu (fn) elementów C[0, 1], który zbiega punktowo do funkcji
stale równej 0, ale który nie jest zbie»ny jednostajnie. (Wskazówka: lepiej próbowa¢
rysowa¢ ni» szuka¢ wzorów.) Czy potra�sz znale¹¢ ten ci¡g w taki sposób, aby nie byª
zbie»ny w metryce caªkowej?

Zad. 7 Rozwa»my R2 (jako przestrze« liniow¡). Czy istnieje norma rzeka na R2? Tzn.,
czy istnieje norma || · ||r taka, »e wzór d(x, y) = ||x − y||r de�niowaªby metryk¦ rzeka?
A metryk¦ dyskretn¡?

Zad. 8 Dlaczego metryka supremum nie chce by¢ metryk¡ na C(R) (zbiorze funkcji
ci¡gªych okre±lonych na R)?

Zad. 9 Rozwa»my przestrze« Cb(R) (zbiór funkcji ograniczonych, okre±lonych na R)
z metryk¡ supremum. Poka», »e nie jest ona o±rodkowa. (Wskazówka: jak zwykle trzeba
zde�niowa¢ du»¡ rodzin¦ kul parami rozª¡cznych. Dla N ⊆ N mo»na rozwa»y¢ funkcj¦
fN ∈ Cb(R) tak¡, »e fN(n) = 1, je±li n ∈ N i fN(n) = 0, je±li n ∈ N \ N . Spróbuj
pomy±le¢ o kulach o ±rodkach w funkcjach fN .)



Zadania (nieco) trudniejsze, których rozwi¡zania zªo»¡ si¦ na dowód twierdzenia, »e
istnieje funkcja ci¡gªa, która nie jest ró»niczkowalna w »adnym punkcie:

Dla N ∈ N i x ∈ [0, 1] rozwa»my zbiór

LN
x = {f ∈ C[0, 1] : ∀y ∈ [0, 1] |f(x)− f(y)| ≤ N |x− y|}.

Zad. 10 Poka», »e LN
x jest domkni¦ty dla ka»dego N i x.

Zad. 11 Poka», »e LN
x ma puste wn¦trze dla ka»dego N i x.

Zad. 12 Poka», »e je»eli f ∈ LN
x , to istnieje q ∈ Q i M takie, »e f ∈ LM

q .

Zad. 13 Pokaz, »e je»eli funkcja f jest ró»niczkowalna w x, to istnieje N takie, »e
f ∈ LN

x .

Zad. 14 Wywnioskuj z poprzednich zada«, »e zbiór funkcji ró»niczkowalnych w cho¢
jednym punkcie zawiera si¦ w zbiorze⋃

{LN
q : N ∈ N, q ∈ Q}.

Zad. 15 U»yj twierdzenia Baire'a, »eby wywnioskowa¢, »e istnieje w takim razie funk-
cja ci¡gªa, która nie jest ró»niczkowalna w »adnym punkcie.


