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W ponizszych zadaniach, jesli C[0,1] rozumiemy jako przestrzen unormowana norma
supremum (o ile nie napisano inaczej).

Zad. 1 Pokaz, ze zbior A C C[0, 1] jest gesty wtedy i tylko wtedy, kiedy dla kazdego
f € C|0, 1] istnieje ciag elementow A zbiezny jednostajnie do f.

Zad. 2 Podaj przyktad zbioru A C C|0, 1], ktory nie jest wypukty.

Zad. 3 Zbadaj zbiezno$¢ jednostajna ponizszych ciagow:

a) f, =x%/nnaR;

)
b) f. = 2?/n na [0,2008];
¢) fn =sin(xz/n) na [0, 1];
d) fo=In(e"+2) naR.
Zad. 4 Zbadaj wnetrza i domkniecia ponizszych zbioréw w C[0, 1]
a) {f € C0,1]: f(0) <5}
b) {f € Clo, 1 £(0) =1}
¢) {f € C[0,1]: f ma miejsce zerowe};
d) {f € C[0,1]: f jest liniowa}.
Ktoére z tych zbiorow sa wypukte?
Zad. 5 Cgzy zbior funkeji rozniczkowalnych jest domkniety w C[0, 1]?

Zad. 6 Podaj przyklad ciagu (f,,) elementow C[0, 1], ktory zbiega punktowo do funkcji
stale rownej 0, ale ktory nie jest zbiezny jednostajnie. (Wskazowka: lepiej probowaé
rysowa¢ niz szuka¢ wzoréow.) Czy potrafisz znalez¢ ten cigg w taki sposob, aby nie byt
zbiezny w metryce catkowej?

Zad. 7 Rozwazmy R? (jako przestrzen liniowa). Czy istnieje norma rzeka na R?? Tzn.,
czy istnieje norma || - ||, taka, ze wzor d(z,y) = ||z — y||, definiowalby metryke rzeka?
A metryke dyskretna?

Zad. 8 Dlaczego metryka supremum nie chce by¢ metryka na C(R) (zbiorze funkcji
ciaglych okreslonych na R)?

Zad. 9 Rozwazmy przestrzen Cy(R) (zbior funkcji ograniczonych, okreslonych na R)
z metryka supremum. Pokaz, ze nie jest ona osrodkowa. (Wskazowka: jak zwykle trzeba
zdefiniowa¢ duzg rodzine kul parami roztacznych. Dla N C N mozna rozwazy¢ funkcje
fv € Cp(R) taka, 7ze fx(n) = 1, jeslin € N i fy(n) = 0, jesli n € N\ N. Sprobuj
pomysleé o kulach o srodkach w funkcjach fy.)



Zadania (nieco) trudniejsze, ktorych rozwiazania zlozg sie na dowdd twierdzenia, ze
istnieje funkcja ciggta, ktora nie jest rozniczkowalna w zadnym punkcie:

Dla N € Niz € [0, 1] rozwazmy zbi6r

Ly ={f€Cl0,1]: ¥y € [0,1] [f(z) = f(y)| < N|z —yl}.

Zad. 10  Pokaz, ze LY jest domkniety dla kazdego N i .
Zad. 11  Pokaz, ze LY ma puste wnetrze dla kazdego N i z.
Zad. 12 Pokaz, ze jezeli f € LY, to istnieje ¢ € Q i M takie, 7e f € L'é”.

Zad. 13 Pokaz, ze jezeli funkcja f jest rozniczkowalna w x, to istnieje N takie, ze

fecry.

Zad. 14 Wywnioskuj z poprzednich zadan, ze zbiér funkeji rézniczkowalnych w choé
jednym punkcie zawiera sie w zbiorze

U{Lf]\[: N e N, q € Q}.

Zad. 15 Uzyj twierdzenia Baire’a, zeby wywnioskowaé, ze istnieje w takim razie funk-
cja ciagla, ktora nie jest rozniczkowalna w zadnym punkcie.



