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Zad. 1 Niech f: X — Y bedzie dowolng funkcja. Wykaz, 7e
e jesli ANB=0, A, BCY, to fl[A]n f[B] =0,
o jesli AC P(Y), to U{f[A]: A A} = fUU{A: A€ A},
o jesli AC P(Y), to N{fA]: A€ A} = FN{A: A e A}].

Zad. 2 Niech z( bedzie ustalonym punktem przestrzeni metrycznej (X, d). Pokaz, ze
funkcja f: X — R dana wzorem

f(ZL') - d(xer)

jest ciagta (przy czym na R rozwazamy metryke euklidesowa).

Zad. 3 Podaj przyktad funkcji ciaglej f: R — R (w metryce euklidesowej) i zbioru
otwartego U C R takiego, ze jego obraz f[U] nie jest otwarty.

Zad. 4 Podaj przyktad funkcji f: R — R, ktora nie jest ciagta (w sensie metryki
euklidesowej) w zadnym punkcie.

Zad. 5 Podaj przyktad funkcji f, ktora jest ciagta bijekcja, ale nie jest homeomorfi-
zmenn.

Zad. 6 Pokaz, ze jesli funkcja f: (X, d) = (R, dewn) spelnia chociaz jeden z ponizszych
warunkow, to jest ciagta:

o f(a,b) jest otwarty dla kazdego a < b € R,
e f71(p,q) jest otwarty dla kazdego p < ¢, p,q € Q,
o f!a,b| jest domkniety dla kazdego a < b € R,

Zad. 7 Niech h: (X,dx) — (Y, dy) bedzie homeomorfizmem. Niech A C X. Sprawdz,
czy

° m = h(z)7
e Int(h(A)) = h(Int(A)),
e Bd(h(A)) = h(BA(A)).

Zad. 8 Pokaz, ze powierzchnia boczna walca w przestrzeni R? jest homeomorficzna z
pierscieniem {(z,y) € R?: 1 < 2?4+ y* < 2}.



Zad. 9 (trudniejsze (ale ciekawsze)) Niech C' bedzie zbiorem Cantora. Oczywiscie C' x
C jest wtedy podzbiorem R? i w takim razie mozna C' x C rozpatrywaé jako przestrzen
metryczng (z metryka dziedziczona z R?). Pokaz, ze C' jest homeomorficzne z C' x C.
Wywnioskuj, ze zbior Cantora zawiera ¢ parami roztgcznych kopii zbioru Cantora.

Zad. 10 (trudniejsze (ale ciekawsze)) Zdefiniujmy funkcje f: [0,1] — [0, 1] w naste-
pujacy sposob:

o f(z)= % dla z € [%, %],
e f(x)= % dla z € [%, %],
e flxy=3dlaze[f, 3

Naszkicuj wykres tej czesci f, ktora jest zdefiniowana powyzej i sprobuj odgadnac, jak
dalej definiowac te funkcje na przedziatach [, =] ete. (wskazéwka: funkcja ta nazywana
jest ,funkcja schodkowa®). Zauwaz, ze funkcja zdefiniowana w ten sposoéb nie bedzie
funkcja na caltym [0, 1] (ktore punkty nie beda naleze¢ do jej dziedziny?). Okazuje sie
jednak, ze otrzymana funkcje da sie rozszerzy¢ do funkcji ciaglej f: [0, 1] — [0, 1]. Pokaz,
ze f[C] = 10,1], gdzie C jest zbiorem Cantora, a wiec, ze [0, 1] jest ciagltym obrazem
zbioru Cantora.



