Analiza i Topologia Lista 11 (przedkolokwialna)

Zad. 1 Wskaz przyktad ciagu (f,,) z przestrzeni C[0, 1], ktory jest zbiezny jednostajnie
do funkeji f: [0,1] — R danej wzorem f(z) = sinzx.

Zad. 2  Wskaz przyktad ciagu (f,,), ktory jest zbiezny punktowo do funkcji z poprzed-
niego zadania, ale nie jest zbiezny jednostajnie, lub wykaz, ze taki ciag nie istnieje.

Zad. 3 Jaki jest zwiazek zbieznosci punktowej, zbieznosci jednostajnej, zbieznosci w
metryce supremum i zbieznosci w metryce catkowej? Podaj wynikania lub kontrprzy-
ktady.

Zad. 4 Jaki jest zwiazek miedzy pojeciami: przestrzen metryczna, przestrzen liniowa,
przestrzen unormowana, przestrzen Banacha, przestrzen unitarna, przestrzen Hilberta,
przestrzen miarowa, przestrzen euklidesowa?

Zad. 5 Podaj przyktad przestrzeni Hilberta, ktora nie jest postaci R™ dla zadnego
n € N.

Zad. 6 Pokaz, ze dla kazdego zbioru borelowskiego B C R
A(B) =sup{\(F): F C B i F jest domkniety.}.

Zad. 7 Wykaz, ze miara Lebesgue’a jest niezmienniczna na przesuniecia, tzn. A\(A) =
Az + A) dla kazdego borelowskiego A C Rixz € R (Tutaj: t + A = {x +a: a € A}).
Jak sformutowaé analogiczne stwierdzenie dla miary Lebesgue’a Ay na plaszczyznie?

Zad. 8 Zmajdz zbior A C R taki, ze tgcznie spelnione sa warunki:
o \(Int(A) =21
e \(4)
o \(A)
Zad. 9 Zalozmy, ze dla zbioréw borelowskich A, B C [0, 1] zachodzi:
Ve MAz) = N B,).
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Wykaz, ze w takim razie Ao(A) = A\o(B). Pokaz, ze ta rownosé¢ bylaby spelniona rowniez,
gdy M(A;) = A(B,) prawie wszedzie.

Zad. 10 Sformutuj twierdzenie o zbieznosci monotonicznej i twierdzenie o zbieznosci
zmajoryzowanej.
Zad. 11  Sprawdz, ze funkcja p okreslona na P(R) dana wzorem

1 2

dla kazdego A € P(R), jest miara. Oblicz caltke

/ sinz du.
R



Podaj przyktad takiej funkcji f: R — R, ze

fdu=15.
[0,1]

Zad. 12 Udowodnij tzw. nieréwnosé Czebyszewa, tzn.

/deuﬁe-u({xGX:f(x)Z6})-

Tutaj (X, X, p) jest przestrzenia miarowa, f jest funkcja mierzalng nieujemng, a € > 0.

Zad. 13  Zalozmy, ze (X,X, 1) jest przestrzenia probabilistyczng (tzn. pu(X) = 1).
Pokaz, ze jezeli rodzina {A,: n € N} C X jest taka, ze pu(A4,) = 1 dla kazdego n, to
1((Nen) = 1. Czy ten fakt zachodzi dla przestrzeni miarowych, ktére nie sg probabili-
styczne?

Zad. 14  Zalozmy, ze (X, X, 1) jest przestrzenia probabilistyczna (tzn. pu(X)=1)1i .4
jest rodzing (niekoniecznie przeliczalng) zbioréw takich, ze p(A) = 1 dla kazdego A € A.

Czy p(NA) =17

Zad. 15 Zalozmy, ze (X, X, p) jest przestrzenig miarowa i {A;,..., Ay} C X. Pokaz,
ze

> A < (| An) - Z (A, N Ay)

Zacznij od prostych przypadkéw (np. rodziny dwulementowej).

Zad. 16 Oblicz ) 5
im [ IS gy
n—o00 [071]7’L$+n+3

n

lim dA.

n—=00 Jig o) TN* + 3
Zad. 17  Opisz przestrzen miarowa (X, X, u) zwiazana z rzutem kostka i przestrzen
miarowa (Y, 11, ) zwiazang z rzutem moneta. Opisz miare produktowa p ® v. Z jakimi
wydarzeniami losowymi jest ona zwiazana?

Zadania nieco trudniejsze:

Zad. 18 Niech T: R? — R? bedzie przeksztalceniem liniowym. Jaki jest zwigzek
miary A(A) i A(T'(A)) dla A bedacego borelowskim podzbiorem plaszczyzny? Sprawdz
najpierw dla wybranych przeksztatcen, a pozniej sformutuj hipoteze.

Zad. 19 Niech X bedzie suma roztacznych zbioréow Ay, ..., A,,. Opisz o-cialo genero-

wane przez {Ay, ..., A, } . Ile ma elementow? Pokaz, ze dowolne o-cialo generowane przez
skoniczona rodzine zbioréw (niekoniecznie roztacznych) ma 2" elementéw dla pewnego n.

Zad. 20 Udowodnij, ze jesli A jest o-ciatem, to albo A jest skoriczone, albo |A| > N,.



