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Przypomnienie. Powiemy, »e a ∈ R jest ograniczeniem górnym zbioru A ⊆ R,
je»eli A nie posiada elementu wi¦kszego od a. Natomiast a jest kresem górnym zbioru
A, je»eli jest najmniejszym z ogranicze« górnych A (piszemy a = supA, przy czym
supA =∞, je»eli A nie jest ograniczony z góry). De�nicje ograniczenia i kresu dolnego
de�niuje si¦ analogicznie (kres dolny oznacza si¦ przez inf).

Zad. 1 Zde�niuj ograniczenie dolne i kres dolny.

Zad. 2 Wykonaj poni»sze polecania posªuguj¡c si¦ ±ci±le de�nicjami kresów.

a) zauwa», »e je»eli zbiór A ma najwi¦kszy element, to jest on jego kresem górnym,

b) sprawd¹, czy najwi¦kszy element zbioru A mo»e by¢ jego kresem dolnym,

c) oblicz kresy zbiorów (0, 1), [0, 1],

d) oblicz kresy zbiorów {1/n : n ∈ N}, {k/n : k, n ∈ N}, {k/n : n ∈ N, 0 < k < n},

e) oblicz sup{sin(x) : x ∈ [0, 1)}.

Zad. 3 Poka», »e

sup{f(x) + g(x) : x ∈ A} ≤ sup{f(x) : x ∈ A}+ sup{g(x) : x ∈ A}

dla ka»dego niepustego A ⊆ R i dowolnych funkcji f : R→ R i g : R→ R.

Zad. 4 Jaka jest relacja mi¦dzy lim an a sup{an : n ∈ N}, je±li (an) jest zbie»ny i
rosn¡cy? A je±li jest tylko zbie»ny?

Zad. 5 Oblicz
⋃

t∈RAt i
⋂

t∈R At, je±li

a) At = {x : x > t},

b) At = {x : sinx = t},

c) At = {〈x, y〉 : x2 + y2 < t},

d) At = {〈x, y〉 : x+ t = y},

e) At = {〈x, y〉 : x < t · y}.

Zad. 6 Dla n,m ∈ N niech An
m = {x ∈ R : n ≤ x < m}. Oblicz

a)
⋃

n

⋃
m An

m,

b)
⋂

n

⋂
m An

m,

c)
⋃

n

⋂
m An

m,

d)
⋂

n

⋃
m An

m.



Zad. 7 Niech (An) b¦dzie ci¡giem podzbiorów R. Wyka», »e⋂
n

⋃
k>n

Ak = {x ∈ R : x ∈ An dla niesko«czenie wielu n}.

Czy potra�sz znale¹¢ podobn¡ charakteryzacj¦ zbioru⋃
n

⋂
k>n

Ak?

Zad. 8 Znajd¹ ci¡g (An) podzbiorów R, dla którego⋂
n

⋃
k>n

Ak 6=
⋃
n

⋂
k>n

Ak.


