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Zad. 1 Niech (X, u) bedzie przestrzenia miarowa. Powiemy, ze wlasnosé¢ (x) za-
chodzi niemal wszedzie, jesli dla kazdego ¢ > 0 znajdziemy zbiér B € X taki, ze (%)
zachodzi poza zbiorem B. Wykaz, ze f, jest zbiezny niemal wszedzie do f wtedy i tylko
wtedy, gdy jest zbiezny prawie wszedzie do f.

Zad. 2 Niech v bedzie miara okreslona na rodzinie zbioré6w borelowskich zdefiniowana
przez

V(A) :/sz A\,

gdzie A\ jest miara Lebesgue’a. Oblicz

/ sinz dv.
[0,1]

Zad. 3 Zalozmy, ze i i v sa miara okreslonymi na tej samej o-algebrze i ze v < p
oraz j < v. Znajdz zwiazek miedzy 9% a 9

Zad. 4 Oblicz miare A @ A\(F), gdzie
a) £ =1[0,1] x {0,1},
b) E={(z,y): z —y € Q}.

Zad. 5 Rozwazmy przestrzen miarowa (R x R,Bor(R) ® P(R), A ® u), gdzie p jest
miarg liczaca. Oblicz miare A ® u(A), gdzie

a) A=[0,1] x {0,1},
b) A= {(n,m) € N*>: n <m}.
Zad. 6 Zalozmy, ze dla zbioréw borelowskich A, B C [0, 1] zachodzi:
Vo MA;) = AN(By).

Wykaz, ze w takim razie Ao(A) = \o(B). Pokaz, ze ta rownosé¢ bylaby spelniona rowniez,
gdy M(A;) = A(B,) prawie wszedzie.

Zad. 7 Stosujac tw. Fubiniego wyprowadz wzor na objeto$¢ stozka o wysokosci h,
ktorego podstawsg jest zbior borelowski B C R2.

Zad. 8 Dwie osoby losuja liczby z przedziatu [0,1]. Rozktad prawdopodobienstwa
zwiazany z losowaniem pierwszej osoby jest dany przez

() = [ 3 ax
A

a drugiej przez

pa(A) = / 2 — 2z dA.
A



(Tzn., ze prawdopodobieristwo wylosowania przez i-ta osobe liczby ze zbioru A wynosi
wi(A).) Jakie jest prawdopodobieristwo, ze liczba wylosowana przez pierwsza osobe bedzie
dwa razy mniejsza niz przez druga?

Zad. 9 Rozwazmy przestrzenn ({0, 1}, 3, 1), gdzie ¥ i u to o-algebra i miara produk-
towa podane na wyktadzie. Oblicz u(A), jesli

e A jest zbiorem tych ciagéw x € {0, 1}, w ktorych jedynka pojawila si¢ nieskori-
czenie wiele razy,

e A jest zbiorem tych ciagéw z € {0, 1}, w ktorych sekwencja (1,0,1,1) pojawia
sie przynajmniej raz,

o A jest zbiorem tych ciggow = € {0,1}Y, w ktorych sekwencja (1,0,1,1) pojawia
sie doktadnie raz.



