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Zad. 1 Niech f: R — R bedzie zdefiniowana przez f(x) = inf,, f,(z), gdzie (f,) jest

pewnym ciagiem funkcji borelowskich. Pokaz, ze f jest borelowska.

Zad. 2 Zalozmy, ze f: R — Rig: R — R sg borelowskie. Pokaz, ze funkcje max(f, g),
|f|, f + g tez sa borelowskie.

Zad. 3 Zalézmy, ze f: R — Rig: R — R sa funkcjami prostymi.
e Pokaz, ze istnieje N, zbiory parami roztaczne (A, ),<n 1 liczby rzeczywiste (a,)n<n

takie, ze

f(z) = Z AnXAp -

n<N

e Pokaz, ze istnieje N, ciag wstepujacy zbiorow (A,),<n 1 liczby rzeczywiste (ay,)n<n
takie, ze

f(i(]) - Z An XA, -

n<N

e Pokaz, ze istnieje N, ciag (Ap)n<n oraz ciagi (an)n<n, (bn)n<n takie, ze

f(iL') - Z An X Ans

n<N

g(r) = Z bnX 4, -

n<N

Zad. 4 Pokaz, ze jezeli p({x € X: f(z) = g(x)}) =0, to

[au=[gan

Pokaz, ze nie zachodzi odwrotna implikacja.

Zad. 5 Oblicz calke f[o 1 9 dA, gdzie

_J2*dlaze[0,1]\Q,
glw) = {sin(x2) dlaz € [0,1] N Q.

Zad. 6 Pokaz, ze jezeli i1 i v s3 miarami okres§lonymi na tym samym o-ciele, to funkcja

i + v rowniez jest miara. Podobnie, jesli (u,) jest ciagiem miar okreslonych na jednym
o-ciele, to ) a,p, jest miara dla kazdego ciagu (a,) liczb rzeczywistych.

Zad. 7 Udowodnij, ze
/fd(u—l—u):/fd,u—i-/fdy.



Zad. 8 Udowodnij tzw. nieréwnos$¢ Czebyszewa, tzn.

‘AfduzequEXnﬂ@EEH

Tutaj (X, X, p) jest przestrzenia miarowa, f jest funkcja mierzalng nieujemng, a € > 0.

Zad. 9 Rozwazmy (N, P(N),u), gdzie p jest miarg liczaca. Niech f: N — R bedzie

ciagiem. Pokaz, ze
[ au=>"se)
n=1

Zad. 10 Podaj przyktad funkcji catkowalnej f, takiej ze, jesli p jest funkcja prosta,
p < f, to p nie jest catkowalna. Dlaczego istnienie takich przyktadéow powoduje to, ze
caltke Lebesgue’a definiuje sie w czterech krokach, a nie w trzech?

Zad. 11 Rozwazmy nastepujaca gre: z przedziatu [0, 1] losujemy liczbe, a za wyloso-
wanie liczby z otrzymamy 1222 — 5 ztotych. (Dla przykladu: za wylosowanie 0 musimy
zaplaci¢ 5 ztotych, a za wylosowanie 1 otrzymamy 7 ztotych.) Czy warto gra¢ w te
gre (pomijajac walor poznawczy zwiazany z mozliwoscia otrzymania niewymiernie wielu
ztotych)? Wskazowka: uzyj wartosci oczekiwanej.

Zad. 12 Oblicz
lim / nsin(/n) .
n—00 x(x?2 4+ 1)
Wskazowka: zbadaj granice punktowa ciagu pod catka. Uzyj ktéregos z twierdzen gra-
nicznych.
Zad. 13 Oblicz
Uonlr 42

lim ——— dx.
n—oo o n?r+mn+3



