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Zad. 1 Pokaz, ze dla kazdego borelowskiego B C R i dla kazdego ¢ > 0 istnieje zbior
borelowski ograniczony A C R taki, z2e A C BiA(B\ A) <e.

Zad. 2 Pokaz, ze dla kazdego borelowskiego B C R i dla kazdego ¢ > 0 istnieje zbior
zwarty K C R taki, ze K C BiAB\A) <e.

Zad. 3 Niech f: R — R. Udowodnij, ze jesli A C Bor jest taka, ze 0(A) = Bor, to
nastepujace warunki sa rownowazne:

e f jest borelowska,

o [![A] jest borelowski dla kazdego A € A.
Wywnioskuj, ze borelowskosé funkeji mozna badaé¢ sprawdzajac przeciwobrazy jedynie
zbioréw otwartych / przedzialow / potprostych.

Zad. 4 Pokaz, ze nastepujace funkcje sa borelowskie. (Uwaga: zeby sprawdzi¢, ze dany
przeciwobraz jest borelowski, niekoniecznie trzeba go znalez¢).

1, gdy = > 0,
f(x) =sgn(z) = 0, gdy = =0,
—1, gdy = < 0.

g(x) = sgn(sin(z))

dy = <
Wz :{O,gyx_O,

sin(), gdy = > 0.

. Q;Q—efcgdyxe(@,
i(x) = s
log(|z[ +1)* gdy = ¢ Q.
Zad. 5 Zalézmy, ze f: R —-Rig: R — R sa funkcjami prostymi.

e Pokaz, ze istnieje N, zbiory parami roztaczne (A, ),<n 1 liczby rzeczywiste (ay,)n<n
takie, ze

f({E) = Z an XAy -

n<N

e Pokaz, ze istnieje N, ciag wstepujacy zbiorow (A,,),<n 1 liczby rzeczywiste (a,)n<n

takie, ze
f((L’) = Z an XA,

n<N



e Pokaz, ze istnieje N, ciag (A, )n<n oraz ciagi (a,)n<n, (bn)n<n takie, ze

fl@) =) anxa,.

n<N

g(l’) = Z anAn-

n<N
Zad. 6 Niech f: R — R bedzie zdefiniowana przez f(x) = inf,, f,(z), gdzie (f,) jest
pewnym ciggiem funkcji borelowskich. Pokaz, ze f jest borelowska.

Zad. 7 Zalozmy, ze f: R — Rig: R — R sa borelowskie. Pokaz, ze funkcje max(f, g),
|f|, f + g tez sa borelowskie.

Zad. 8 Niech N bedzie rodzing tych zbiorow, ktore da sie przykryé zbiorami borelow-
skimi miary Lebesgue’a 0, czyli

N ={ACR: 3B € Bor,AC B,\(B)=0}.

Niech £ bedzie o-cialem zbior6w mierzalnych w sensie Lebesgue’a, tzn. £ = o(BorUN).
Pokaz, ze jesli L € L, to L = BAN dla pewnych B € Bor, N € N.



