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Zad. 1 Niech (A,) bedzie ciagiem podzbiorow R. Powiemy, ze A jest granica dolna

(A,), jezeli
A=J ) 4

n m>n

Zbior A jest natomiast granica gorng (A, ), jezeli

A= U 4m

n m>n

Pokaz, ze A jest granica dolng (A,,) wtedy i tylko wtedy, gdy A sktada sie ze wszystkich
punktow, ktore naleza do prawie wszystkich A,, (poza skoriczona liczba). Sformutuj po-
dobng charakteryzacje granicy goérnej. Podaj przyktad ciagu, dla ktérego granica dolna
1 gbrna sa roézne.

Zad. 2 Pokaz, ze przekr6oj dowolnie wielu o-algebr na zbiorze X tez jest o-algebra
na X. Wywnioskuj, ze dla kazdej rodziny A C P(X) istnieje najmniejsza o-algebra
zawierajaca A (bedziemy ja nazywaé o-algebra generowang przez A).

Zad. 3 Wyznacz g-algebry na R generowane przez nastepujace rodziny zbiorow:

o {{1},{2,7}},
o {{z}: x € R},

o {A:|A|l <N},
o {A: Al <Ny},
o {A:|A|l >N}

Zad. 4 Upewnij sie, ze miary zdefiniowane na wykladzie (np. delta Diraca, miara
liczaca; nie rozwazaj tu natomiast miary Lebesgue’a) rzeczywiscie sa miarami.

Zad. 5 Pokaz, ze funkcja u: P(R) — {0, 1} dana wzorem

0, gdy A jest przeliczalny
mm={

1, gdy A jest nieprzeliczalny.

nie jest miarg.

Zad. 6 Niech (X, ) bedzie przestrzeniag miarowa. Pokaz, ze jesli A, B € ¥, to
u(A) < pu(B),oile A C B.



Zad. 7 Pokaz, ze ponizsze rodziny generuja o-algebre zbioréw borelowskich:

a) rodzina podzbioréw otwartych R,

rodzina otwartych przedzialow o konicach wymiernych,

)
b) rodzina przedzialow domknietych,
c)

)

d) rodzina zbioréow postaci (a,00) dla a € R,

e) rodzina zbioréw postaci [—o00, q] dla ¢ € R.

Wskazowka: najpierw zauwaz, ze kazdy z powyzszych zbioréw jest borelowski, a wiec
o-ciata generowane przez te rodziny nie sa wieksze od rodziny zbioréw borelowskich.
Nastepnie pokaz, ze za pomoca elementow kazdej z powyzszych rodzin da sie zapisacé
(uzywajac |, ), \ i dopeieni) dowolny przedzial otwarty.

Zad. 8 Zbior G C R nazywamy zbiorem typu Gs, jezeli jest przekrojem przeliczalnie
wielu zbioréw otwartych. Podobnie F' jest zbiorem typu F,, jedli jest przeliczalna suma
zbiorow domknietych. Podaj przyktad zbioru, ktory jest typu F,, ale nie jest typu Gs.
Sproébuj znalezé przyktad zbioru, ktory nie jest ani typu F, ani typu Gs.

Zad. 9 Pokaz, ze miara Lebesgue’a jest niezmiennicza na przesuniecia, tzn. A(A+x) =
A(A) dla kazdego zbioru borelowskiego ACRiz eR. (A+z={a+z:ac A}.)



