1 Twierdzenie Baire’a

1.1 Wiadomos$ci wstepne

Przed przystapieniem do tytutowego twierdzenia, wprowadzmy narzedzia, ktére beda niezbedne
do jego udowodnienia.

Definicja 1.1. Przestrzen metryczna (X, d) nazywamy zupetna, jezeli kazdy ciag elementow
z przestrzeni X spelniajacy warunek Cauchy’ego jest zbiezny.

Definicja 1.2. Przestrzen topologiczna (X, 7) nazywamy metryzowalng w sposdb zupetny,
jezeli istnieje metryka d taka, ze 7 jest topologia na (X,d) oraz (X,d) jest przestrzenia
zupelna.

Twierdzenie 1.3 (Cantora o zupelnosci). Przestrzen metryczna (X, d) jest zupetna wtedy i
tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciggu (Fy,)nen niepustych zbiorow domknietych w przestrzeni
X takich, ze:

(i) FD2F,2..DF,D..,

(ii) diam(F,) — 0, gdy n — oo

o
spetniony jest warunek (| F, # 0

n=1
Dowdd. Zatozmy, ze (X, d) jest przestrzenia zupeilna. Rozwazmy ciag (F,,) zbiorow spel-
niajacych zalozenia twierdzenia. 7 warunku (i7) wynika, ze dla kazdej liczby dodatniej €
istnieje liczba naturalna N taka, ze dla kazdej liczby
n > N diam(F,) < €. Istnieja zatem elementy z,,,z, € F), takie, ze d(zy,,x) < € dla
odpowiednio duzych liczb naturalnych m i k. Wobec tego ciag (zm,)men spelnia warunek
Cauchy’ego, a na mocy zupelnosci przestrzeni X, istnieje x € X taki, ze x = lgn T,
Wiemy zatem, ze dla kazdego n > N ciag elementéw z F), jest zbiezny domx. OOUs‘calmy

zatem takie n. Poniewaz zbiér F), jest domkniety, wiec x € F,,. Ponadto, dla kazdego
n [e.e]
k<n F, C Fy, awiecx € ()| Fj. Z dowolnosci n wynika zatem, ze x € (| F,, co konczy
k=1 n=1
dowod pierwszej implikacji.
W celu udowodnienia implikacji przeciwnej rozwazmy ciag Cauchy’ego (zy,)nen Oraz zbiory
F,, postaci

F, =A{xn, Tnt1, Tnyo, ...}

Wida¢, ze F), jest malejacym (w sensie inkluzji) ciagiem zbioréw domknietych. Ponadto,

skoro (x,)nen spelnia warunek Cauchy’ego, to
(o, ¢]

lim diam(F,) = 0. Na mocy zalozenia, istnieje zatem = € [ F,. Pokazemy, ze = jest
n—00 n=1

granica ciagu (z,).

Wiemy, ze istnieje liczba N taka, ze dla kazdej liczby € > 0 diam(F,) < e, gdy n > N.
Poniewaz = € F,, to d(x,,x) < diam(F,) < €, co pokazuje, ze x, — z, gdy n — oo. To
koniczy dowdd tej implikacji i calego twierdzenia. O



1.2 Twierdzenie Baire’a

Przedstawimy teraz twierdzenie tytutowe oraz jego dowdd dla przestrzeni metrycznych.

Twierdzenie 1.4 (Baire). Niech (X,d) bedzie zupetng przestrzeniq metryczna, a (Fy)nen
- ciggiem zbiorow nigdziegestych w przestrzent X. Wowczas zbior

A= F,

n=1

jest zbiorem brzegowym.

Dowdd. Bez straty wiekszej ogdlnosci zaldézmy, ze zbiory F;, sa domkniete. Aby pokazad,
ze A jest zbiorem brzegowym wystarczy pokazaé, ze X \ A jest zbiorem gestym w X . Niech
zatem V bedzie dowolnym zbiorem otwartym w X. Poniewaz Int(F;) = (), zatem istnieje
kula otwarta B taka, ze B; C V, By C X \ F| oraz diam(B;) < 1. Ponadto, skoro
Int(Fy) = 0, to istnieje kula By zawarta wraz z domknigciem w By taka, ze Bs C X \ I
oraz diam(Bs) < % Tworzymy zatem indukcyjnie rodzine zbioréw (By,)nen takich, ze dla
kazdego k € N:

(i) Bx € X\ Fj,
(ii) By C Bj-1,
(iii) diam(By) < 1.

o0 PE—

Na mocy warunkow (i7) i (i) oraz twierdzenia 1.3 wnosimy, ze (| B, # (. Ponadto dla
n=1

kazdej liczby naturalnej n B, C V, a zatem zachodza nastepujace zaleznosci:

A BnC N(X\E) =X\ U F=X\ A
n=1 n=1

n=1

Stad otrzymujemy ostatecznie:
o PE—
N B, CVN(X\A),
n=1

czyli X \ A ma niepusty przekrdj z dowolnym zbiorem otwartym V', a wiec jest gesty w X.
To koriczy dowod twierdzenia. O

Zbioér, ktory zapisuje sie jako przeliczalna suma zbioréw nigdziegestych nosi nazwe zbioru
pierwszej kategorii lub mizernego. Zbiory, ktore nie sa pierwszej kategorii nazywamy zbio-
rami drugiej kategorii, a dopelnienia zbioréw pierwszej kategorii nazywamy komizernymsi
lub residualnymi. Ponadto z twierdzenia Baire’a wynika, ze w zupelnej przestrzeni me-
trycznej zbiory pierwszej kategorii sg zbiorami brzegowymi.

Uwaga 1.5. Z powyzszego twierdzenia oraz z wlasnosci zbioru brzegowego wynika, ze jesli
oo

(X,d) jest zupelna przestrzenia metryczna oraz X = J A,, gdzie A, C X, to istnieje
n=1

takie k € {1,...,n,...}, ze Int(Ay) # 0.



Uwaga 1.6. Wykorzystujac prawa de Morgana, twierdzenie Baire’a mozna sformulowaé
nastepujaco:

Jezeli {V,} jest rodzing otwartych zbioréw gestych w zupetnej przestrzeni metrycznej (X, d),
to zbior

V=NV,

n=1

jest gesty w X.

Uwaga 1.7. Twierdzenie Baire’a zachodzi takze w przestrzeni metryzowalnej w sposéb zu-
pelny. Wystarczy bowiem przeprowadzi¢ powyzszy dowdd postugujac sie metryka ré6wnowazng
zupelng 1 zauwazy¢, ze jezeli metryki d i d’ na zbiorze X sa rownowazne, to rodzina zbiorow
nigdziegestych w przestrzeniach (X,d) i (X,d’) jest taka sama (podobna uwaga tyczy sie
rodziny zbioréw brzegowych).

1.3 Zastosowania

Twierdzenie Baire’a ma zastosowania w réznych dziedzinach matematyki. Na przyktad w
analizie funkcjonalnej wykorzystuje sie je do udowodnienia dwoch bardzo waznych twierdzen:
twierdzenia Banacha-Steinhausa oraz twierdzenia o przeksztalceniu otwartym. Ponadto
pozwala ono pokazad, ze nieskoniczenie wymiarowa przestrzen Banacha nie posiada przeliczal-
nej bazy (tzn. maksymalnego uktadu liniowo niezaleznego). W topologii natomiast twierdze-
nie Baire’a mozna wykorzysta¢ do udowodnienia, ze przestrzen liczb wymiernych nie jest
metryzowalna w spos6b zupelny, a w teorii miary pomaga udowodnié twierdzenie Vitalego-
Hahna-Saksa.

Ponizej przedstawimy dwa z innych, przykladowych zastosowan naszego tytutowego twierdzenia.

Przyklad 1.8. Niech X bedzie przestrzenia cigglych funkcji rzeczywistych okreslonych na
odcinku [0, 1] (oznaczane jako C([0, 1])) z metryka supremum dana wzorem:

dsup(f;9) = sup{|f(x) — g(x)| : x € [0,1]}.

Jak wiadomo, przestrzen ta jest zupetna. Pokazemy, ze istnieja w niej funkcje, ktore nie sa
monotoniczne na dowolnym przedziale zawartym w [0, 1].

Niech I,,, gdzie n € N, beda przedziatami domknietymi, ktorych koricami sg liczby wymierne
z przedziatu [0, 1].

Niech A,, bedzie zbiorem tych funkcji z przestrzeni X, ktoére sg niemalejgce na przedziale
I, a D,, - zbiorem funkcji z X nierosnacych na I,

gdzie n = 1,2, 3,.... Wowczas zbior

E,=A,UD,

jest zbiorem funkcji monotonicznych na I,. Zbiory A, i D, sa domkniete. Istotnie,
rozwazmy ciag funkcji (fx)ren ze zbioru A,, zbiezny do pewnej funkcji f (pokazanie domknie-
tosci D,, przebiega w sposob analogiczny i pozostawiamy to jako ¢wiczenie). Ustalmy
punkty x,y ze zbioru I, i przyjmijmy, ze x < y. Wtedy dla kazdej liczby naturalnej k
zachodzi fir(x) < fr(y). Przechodzac z k do nieskonczonosci dostajemy, ze f(z) < f(y),
co pokazuje, ze f € A,. Wynika stad, ze dla kazdego n zbiér F, jest domkniety. Ponadto



zbidr E,, ma puste wnetrze. Aby to pokazaé, ustalmy f € FE,. Zaldézmy, ze f jest funkcja
niemalejaca (w przypadku funkcji nierosnacej dowdd jest analogiczny i ponownie
pozostawiamy go jako ¢wiczenie). Zaldézmy ponadto, ze p, i ¢, sa koncami przedziatu I,,,
przy czym py, < ¢p. Ustalmy e > 0 oraz punkty x1,x2 z (pn, ¢,) takie, ze

71 <221 fqn) — € < f(w2) < fqn)-

Punkty takie istnieja, poniewaz funkcja f jest ciggta. Niech g bedzie taka funkcja z X, ze
lg(x)| < e dlakazdego x € [0,1], g(pn) = 9(qn) = —€ i g(z1) = g(x2) = 0. Wowczas funkcja
h = f — g spelia nastepujgce warunki

(1) dsup(fv h) <e¢
(ii) h(pn) = f(pn) —€ < f(pn) < f(z1) = h(z1)
(ili) h(z2) = f(x2) > f(qn) — € = h(an)

Z warunku (i) wynika, ze funkcja h znajduje sie w dowolnie matym otoczeniu funkcji f, a
z warunkow (i4) i (4i7) - ze funkcja h nie jest rosnaca na I,,. A stad wynika, ze Int(E,) =0
dla kazdej liczby n. Z twierdzenia Baire’a oraz uwagi 1.5 wnosimy, ze

E= U E.+X.

n=1

Z tego wynika, ze istnieja funkcje ciagte na przedziale [0, 1], ktore nie sa monotoniczne na
zadnym przedziale I,,. Zbior Q N[0, 1] jest gesty w [0, 1], zatem na dowolnym przedziale
zawartym w [0, 1] mozna znalez¢ funkcje niemonotoniczna, co nalezato pokazaé.

O
Przyktad 1.9. Rozwazmy przestrzenn X = R z naturalna metryka euklidesows, d, tzn.
d(l’,y) = ’CL’ - y|7

dla dowolnych z,y € R. Przestrzen ta jest zupelna. Za pomoca twierdzenia Baire’a mozna
w latwy sposéb udowodnié, ze zbiér liczb rzeczywistych jest nieprzeliczalny.
Zalézmy bowiem nie wprost, ze R jest zbiorem przeliczalnym, to znaczy

R ={z1,22, ..., Tn, ... }.

Woéwcezas

R= U {zn}. (1)

W dowolnej przestrzeni metrycznej zbiory jednoelementowe sa domkniete. Ponadto w (R, d)
zbiory te maja puste wnetrza. Na mocy tych spostrzezen, tozsamosci (1) oraz twierdzenia
Baire’a uzyskujemy sprzecznosé z zupelnoscia rozwazanej przestrzeni, ktéra dowodzi, ze
zbioér liczb rzeczywistych jest nieprzeliczalny.

g



Na koniec tej cze$ci poczynmy mniej formalna, ale cenng pod wzgledem dydaktycznym
uwage na temat twierdzenia Baire’a, ktéra pozwoli na nabranie intuicji. Zbiér nigdziegesty
z topologicznego punktu widzenia jest zbiorem mafym, natomiast otwarty zbioér gesty nie
jest zbiorem matym. 7 kolei zbior pierwszej kategorii nie jest duzy, a zbiér komizerny,
jako dopelnienie, jest zbiorem duzym. Takie intuicje pozwalaja nam na sformulowanie
twierdzenie Baire’a nastepujaco

przeliczalna suma zbiorow matych nie jest zbiorem duzym
lub, na mocy uwagi 1.6,
przeliczalny przekrdj zbiorow duzych jest zbiorem duzym,
Wobec tego, jesli z wykorzystaniem twierdzenia Baire’a uzyskujemy wniosek postaci
W zupetnej przestrzeni metrycznej X istnieje element x majgcy wtasnosé a(x),
to tak naprawde wniosek ten powinien by¢ sformutowany nastepujaco:
element z wtasnoscig o(x) jest typowym elementem zupetnej przestrzeni metrycznej X.

Typowos$é polega na tym, ze zbior elementéw o wlasnosci a(x) jest zbiorem komizernym.
Wroémy do przyktadu 1.8. Pokazuje on istnienie pewnej funkcji ciaglej na odcinku [0, 1],
ktora nie jest monotoniczna na zadnym podprzedziale I. W zwiazku z tym, co zostato
napisane powyzej stwierdzamy, ze takie wtasnie funkcje sa typowymi obiektami przestrzeni
zupelnej C([0,1]). Przyklad ten pokazuje, jak bardzo mylna moze by¢ intuicja, bowiem
bardzo ciezko wyobrazié¢ sobie funkcje ciagla, ktora na zadnym odcinku, dowolnie matej
dtugosci, jest niemonotoniczna.



