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Zad. 1 Zbiór G ⊆ R nazywamy zbiorem typu Gδ, je»eli jest przekrojem przeliczalnie
wielu zbiorów otwartych. Podobnie F jest zbiorem typu Fσ, je±li jest przeliczaln¡ sum¡
zbiorów domkni¦tych. Podaj przykªad zbioru, który jest typu Fσ, ale nie jest typu Gδ.
Spróbuj znale¹¢ przykªad zbioru, który nie jest ani typu Fσ ani typu Gδ.

Zad. 2 Niech (An) b¦dzie ci¡giem podzbiorów R. Powiemy, »e A jest granic¡ doln¡
(An), je»eli
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Zbiór A jest natomiast granic¡ górn¡ (An), je»eli
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Poka», »e A jest granic¡ doln¡ (An) wtedy i tylko wtedy, gdy A skªada si¦ ze wszystkich
punktów, które nale»¡ do prawie wszystkich An (poza sko«czon¡ liczb¡). Sformuªuj po-
dobn¡ charakteryzacj¦ granicy górnej. Podaj przykªad ci¡gu, dla którego granica dolna
i górna s¡ ró»ne.

Zad. 3 Poka», »e przekrój dowolnie wielu σ-algebr na zbiorze X te» jest σ-algebr¡
na X. Wywnioskuj, »e dla ka»dej rodziny A ⊆ P(X) istnieje najmniejsza σ-algebra
zawieraj¡ca A (b¦dziemy j¡ nazywa¢ σ-algebr¡ generowan¡ przez A).
Zad. 4 Wyznacz σ-algebry na R generowane przez nast¦puj¡ce rodziny zbiorów:

• {{1}, {2, π}},

• {{x} : x ∈ R},

• {A : |A| < ℵ0},

• {A : |A| ≤ ℵ0},

• {A : |A| ≥ ℵ0}.

Zad. 5 Udowodnij, »e je»eli Σ jest sko«czon¡ σ-algebr¡ podzbiorów X, to |Σ| = 2n

dla pewnego n ∈ N.

Zad. 6 Upewnij si¦, »e miary zde�niowane na wykªadzie (np. delta Diraca, miara
licz¡ca; nie rozwa»aj tu natomiast miary Lebesgue'a) rzeczywi±cie s¡ miarami.

Zad. 7 Poka», »e funkcja µ : P(R)→ {0, 1} dana wzorem

µ(A) =

{
0, gdy A jest przeliczalny

1, gdy A jest nieprzeliczalny.

nie jest miar¡.



Zad. 8 Niech (X,Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ miarow¡. Poka», »e zachodz¡ nast¦puj¡ce
fakty, je±li trzeba to wcze±niej uzupeªnij wzory (b¦dziemy tu zakªada¢, »e A, B, C ∈ Σ),

• je±li A ⊆ B, to µ(A) ≤ µ(B),

• µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B)− µ(A ∩B),

• µ(A ∪B ∪ C) = µ(A) + µ(B) + µ(C)− . . . ,

Zad. 9 Poka», »e poni»sze rodziny generuj¡ σ-algebr¦ zbiorów borelowskich:

a) rodzina podzbiorów otwartych R,

b) rodzina przedziaªów domkni¦tych,

c) rodzina otwartych przedziaªów o ko«cach wymiernych,

d) rodzina zbiorów postaci (a,∞) dla a ∈ R,

e) rodzina zbiorów postaci [−∞, q] dla q ∈ R.

Wskazówka: najpierw zauwa», »e ka»dy z powy»szych zbiorów jest borelowski, a wi¦c
σ-ciaªa generowane przez te rodziny nie s¡ wi¦ksze od rodziny zbiorów borelowskich.
Nast¦pnie poka», »e za pomoc¡ elementów ka»dej z powy»szych rodzin da si¦ zapisa¢
(u»ywaj¡c

⋃
,
⋂
, \ i dopeªnie«) dowolny przedziaª otwarty.

Zad. 10 Oblicz z de�nicji λ([0, 1] ∪ [2, 5)).


