Analiza i Topologia R Lista 4 4 XI 2019

Zad. 1 Pokaz, ze jezeli f: X — Y jest ciagta surjekcja i X jest osrodkowa, to rowniez
Y jest osrodkowa. Wywnioskuj stad, ze o$rodkowos¢ jest niezmiennikiem homeomorfi-
zmu.

Zad. 2 Pokaz, ze jezeli f: X — Y jest homeomorfizmem ia € X, to obciecie f’ funkcji
f do zbioru X \ {a} jest homeomorfizmem miedzy X \ {a} i Y \ {f(a)}. Wywnioskuj,
ze jezeli przestrzen X ma punkt rozspajajacy ja na 7 kawatkow, to rowniez ¥ musi mieé¢
taki punkt.

Zad. 3 Powiemy, ze przestrzen X jest metryzowalna w sposéb zupelny, jezeli istnieje
przestrzen zupelna Y taka, ze X jest homeomorficzny z Y. Pokaz, ze twierdzenie Baire’a
zachodzi dla przestrzeni, ktore niekoniecznie sg zupelne, ale sa metryzowalne w sposéb
zupelny. Pokaz, ze Q (z metryka euklidesowa) nie jest metryzowalne w sposob zupelny.

Zad. 4 Cgzy istnieje metryka d na zbiorze R taka, ze (R, d) jest przestrzenia zwarta?
(Wskazowka-hasto: indukowanie struktury).

Zad. 5 Kiedy przeksztalcenie liniowe T: R? — R? jest funkcja ciagla? Kiedy jest
homeomorfizmem?

Zad. 6 Pokaz, ze R jest homeomorficzny z przestrzenia {f € C[0,1]: f jest stala} z
metryka supremum. Czy w C|0, 1] znajdziemy podprzestrzeri homeomorficzng z R??

Zad. 7 Podaj przyktad funkcji ciaglej f: R — R (w metryce euklidesowej) i zbioru
otwartego U C R takiego, ze jego obraz f[U] nie jest otwarty.

Zad. 8 Niech h: (X, dx) — (Y, dy) bedzie homeomorfizmem. Niech A C X. Sprawdz,
czy

e h(A) = h(A),
e Int(h(A)) = h(Int(A)),

Zad. 9 Zbadaj, ktore litery alfabetu sa ze soba homeomorficzne. (Rozwazaj mozliwe
proste kroje i skoncentruj sie na trudniejszych przypadkach.)

Zad. 10 Cgzy istnieje funkcja ciaglta z okregu na odcinek domkniety? A z odcinka
domknietego na okrag?

Zad. 11 Niech C bedzie zbiorem Cantora. Pokaz, ze C' jest homeomorficzny z C' x C
(wskazowka: uzyj faktu, ze C jest homeomorficzny z {0, 1}Y). Wywnioskuj, ze zbior
Cantora zawiera ¢ roztacznych podprzestrzeni homeomorficznych ze zbiorem Cantora.

Zad. 12  Jak opisa¢ (auto-)homeomorfizmy f: [0,1] — [0,1]?



