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Zad. 1 Oblicz miare A\o(A), gdzie
a) A=1[0,1] x {0,1},
b) A={(z,y): v —y € Q}.

Zad. 2 Rozwazmy przestrzen miarowa (R x R,Bor(R) ® P(R), A ® u), gdzie p jest
miarg liczaca. Oblicz miare A ® u(A), gdzie

a) A=1[0,1] x {0,1},
b) A= {(n,m) € N?: n <m}.
Zad. 3 Zalozmy, ze dla zbiorow borelowskich A, B C [0, 1]* zachodzi:
Vo MA;) = A(By).

Wykaz, ze w takim razie Ao(A) = \y(B). Pokaz, ze ta rownosé¢ bytaby spetniona réwniez,
gdy M(A;) = A(B,) prawie wszedzie.
Zad. 4 Niech E € Bor([0,1]?). Rozwazmy funkcje f: R — R zadana wzorem fg(x) =
A Ey).

a) Pokaz, ze jesli E = A x B, to fg jest borelowska,

b) Pokaz, ze jedli fg jest borelowska i F' = [0,1]* \ E, to fr jest borelowska. (Wska-
zowka: jak zapisa¢ fr uzywajac fg?)

c) Pokaz, ze jesli fg, sa borelowskie i £ = |J F,, to fg jest borelowska. (Wskazowka:
jak zapisa¢ fg przy pomocy fg, 7)
d) Wywnioskuj z powyzszych, ze fg jest borelowska dla kazdego borelowskiego E C
0, 1]2.
Zad. 5 Stosujac tw. Fubiniego wyprowadZ wzor na objetosé stozka o wysokosci h,

ktorego podstawsg jest zbiér borelowski B C R2.

Zad. 6 Rozwazmy przestrzen ({0, 1}, 3, 1), gdzie ¥ i p to o-algebra i miara produk-
towa podane na wyktadzie. Oblicz p(A), jesli

o A jest zbiorem tych ciggow z € {0, 1}, w ktorych jedynka pojawita si¢ nieskon-
czenie wiele razy,

e A jest zbiorem tych ciagow x € {0, 1}, w ktorych sekwencja (1,0,1,1) pojawia
sie przynajmniej raz,

e A jest zbiorem tych ciagow = € {0, 1}, w ktorych sekwencja (1,0,1,1) pojawia
sie doktadnie raz.



Zad. 7 Niech v bedzie miara okreslona na rodzinie zbioréw borelowskich zdefiniowana
przez

V(A) = /A 22 ),

gdzie X\ jest miarag Lebesgue’a. Oblicz

/ sinx dv.
[0,1]

Zad. 8 Dwie osoby losuja liczby z przedziatu [0,1]. Rozklad prawdopodobienstwa
zwigzany z losowaniem pierwszej osoby jest dany przez

() = [ 3 ax
A

a drugiej przez
pa(A) = / 2 —2x d\.
A

(Tzn., ze prawdopodobieristwo wylosowania przez i-ta osobe liczby ze zbioru A wynosi
pi(A).) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze liczba wylosowana przez pierwsza osobe bedzie
dwa razy mniejsza niz przez druga?

zad Podaj przyktad paru miar p okreslonych na zbiorach borelowskich na R takich, ze
u(R) = 1.

Zad. 9 Zalozmy, ze i 1 v sa miara okreslonymi na tej samej o-algebrze i ze v < p
oraz p < v. Zmajdz zwiazek miedzy %5 a Z—Z.

Zad. 10 Rozwazmy przestrzen probabilityczna (R, Bor, u) (probabilistyczna = mia-
rowa + p(R) =1)

e Pokaz, ze dystrybuanta F), miary u jest prawostronnie ciggla.

e Pokaz, ze dystrybuanta F), miary ; nie jest ciggta wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
r € X taki, ze u({z}) > 0.

Zad. 11 Zalézmy, ze p < vip L v. Co mozemy powiedzie¢ o u?



