Kolokwium 2 - Analiza i Topologia R 2020

Zad. 1 Podaj definicje przestrzeni Banacha.

Zad. 2 Mamy dang przestrzen miarowa (X, X, ), przy czym zakladamy, ze u(X) = 1.
Niech f: X — R bedzie taka, ze f > 0 prawie wszedzie. Pokaz, ze dla kazdego ¢ > 0
istnieje 6 > 0 taka, ze

p({z: f(z) >0}) >1—e.
Podaj przyktad funkcji f jak wyzej takiej, ze nie istnieje & > 0 taka, ze f > § prawie
wszedzie.



Zad. 3 Jak (mniej wiecej) dowodzi sie, ze przestrzen C[0, 1] jest osrodkowa?

Zad. 4 Rozwazmy przestrzen ({0, 1}, %, i), gdzie u jest miara wprowadzona na wy-
ktadzie. Podaj przyktad A € ¥ takiego, ze pu(A) ani nie jest 0 ani nie jest postaci 2% dla
n € N. Uzasadnij, ze dla kazdego r € [0, 1] istnieje A € ¥ taki, ze u(A) = r.



Zad. 5 Zdefiniuj /5 i iloczyn skalarny w tejze przestrzeni.

Zad. 6 Niech (X,%, pn), (X,3,v) beda przestrzeniami miarowymi. Zalézmy, ze dla
kazdego A € ¥

u(a) = [ £ v

v(A) = / g dp.

Zbadaj relacje miedzy funkcjami f i g.



Zad. 7 Sformutuj lemat Fatou.

Zad. 8 Rozwazmy przestrzenie miarowe (X, 3, ) i (X, %, v) i liczby rzeczywiste do-
datnie a i b. Udowodnij, ze dla mierzalnej funkcji f zachodzi

/f d(au+bu):a/fdu+b/f dv.



