Kolokwium 1 - Analiza i Topologia R 2019

Zad. 1 (6) Znajdz wnetrze i brzeg zbioru A w przestrzeni X, jesli
a) X = R? (z metryka euklidesowy), A = Q x (R\ Q),
b) X = {0,1}", A - ciagi, ktore doktadnie 6 razy przyjmuja 1,

¢c) X =C|0,1] (z metryka supremum), A = {f: 3z € [0,1] f(x) =5}.



Zad. 2 (6) Udowodnij, ze jesli (X,d) jest przestrzenia zupelng i (F),) jest zstepuja-
cym ciagiem domknietych podzbioréw X takich, ze lim,,_,o diam(F,,) = 0, to (), F;, jest
zbiorem jednopunktowym.

(Przypomnienie: $rednica zbioru A nazywamy diam(A) = sup{d(z,y): =,y € A}. Ciag
(F,) jest zstepujacy, jezeli F,,,1 C F,, dla kazdego n.)

(Wskazowka retoryczna: do czego sie przyda zupetnosé?)

Pokaz, ze przekroj zstepujacego ciggu zbiorow domknietych w R moze by¢ pusty.



Zad. 3 (6) Wskaz ciagla surjekcje f: X — Y i ciagly surjekcje g: Y — X lub uza-
sadnij, ze dana funkcja nie istnieje. Czy X i Y sg homeomorficzne?

a) X ={0,1}", ¥ = [0,1],
b) X =A, Y =H,

c) X = (C10,1] (z metryka supremum), Y - okrag o promieniu 1 (z metryka euklide-
sowa).



Zad. 4 (6) Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Niech A C X bedzie niepu-
stym zwartym podzbiorem X. Zdefiniujmy funkcje f: X — R wzorem

f(z) = inf{d(z,a): a € A}.

Pokaz, ze dla kazdego x istnieje taki a € A, ze d(x,a) = f(x).

Uzasadnij, ze funkcja f jest ciggla. (Na R zyje metryka euklidesowa.)



