
Kolokwium 1 - Analiza i Topologia R 2019

Zad. 1 (6) Znajd¹ wn¦trze i brzeg zbioru A w przestrzeni X, je±li

a) X = R2 (z metryk¡ euklidesow¡), A = Q× (R \Q),

b) X = {0, 1}N, A - ci¡gi, które dokªadnie 6 razy przyjmuj¡ 1,

c) X = C[0, 1] (z metryk¡ supremum), A = {f : ∃x ∈ [0, 1] f(x) = 5}.



Zad. 2 (6) Udowodnij, »e je±li (X, d) jest przestrzeni¡ zupeªn¡ i (Fn) jest zst¦puj¡-
cym ci¡giem domkni¦tych podzbiorów X takich, »e limn→∞ diam(Fn) = 0, to

⋂
n Fn jest

zbiorem jednopunktowym.
(Przypomnienie: ±rednic¡ zbioru A nazywamy diam(A) = sup{d(x, y) : x, y ∈ A}. Ci¡g
(Fn) jest zst¦puj¡cy, je»eli Fn+1 ⊆ Fn dla ka»dego n.)
(Wskazówka retoryczna: do czego si¦ przyda zupeªno±¢?)

Poka», »e przekrój zst¦puj¡cego ci¡gu zbiorów domkni¦tych w R mo»e by¢ pusty.



Zad. 3 (6) Wska» ci¡gª¡ surjekcj¦ f : X → Y i ci¡gª¡ surjekcj¦ g : Y → X lub uza-
sadnij, »e dana funkcja nie istnieje. Czy X i Y s¡ homeomor�czne?

a) X = {0, 1}N, Y = [0, 1],

b) X = A, Y = H,

c) X = C[0, 1] (z metryk¡ supremum), Y - okr¡g o promieniu 1 (z metryk¡ euklide-
sow¡).



Zad. 4 (6) Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Niech A ⊆ X b¦dzie niepu-
stym zwartym podzbiorem X. Zde�niujmy funkcj¦ f : X → R wzorem

f(x) = inf{d(x, a) : a ∈ A}.

Poka», »e dla ka»dego x istnieje taki a ∈ A, »e d(x, a) = f(x).

Uzasadnij, »e funkcja f jest ci¡gªa. (Na R »yje metryka euklidesowa.)


