
Egzamin 1 - Analiza i Topologia R

Zad. 1 Rozwa»amy przestrze« C[0, 1] (z norm¡ supremum) i kul¦ Br(f) w tej prze-
strzeni (r > 0, f ∈ C[0, 1])

a) Znajd¹ Br(f).

b) Udowodnij, »e Br(f) jest zbiorem wypukªym.

c) Udowodnij, »e Br(f) nie jest zwarta.



Zad. 2

a) Sformuªuj twierdzenie Radona-Nikodyma.

b) Sformuªuj twierdzenie Baire'a.

c) Podaj de�nicj¦ przestrzeni spójnej nie u»ywaj¡c poj¦cia otwarto±ci.

d) Oblicz
∫
[0,π]

sinx dµ, gdzie µ(A) =
∫
A
x dλ.

e) Podaj przykªad przestrzeni zupeªnej i ograniczonej, która nie jest zwarta. Odpo-
wied¹ krótko uzasadnij.



Zad. 3 Podaj przykªad (niezerowej) miary µ na R, która jest absolutnie ci¡gªa wzgl¦-
dem miary Lebesgue'a, ale dla której nie zachodzi λ� µ. Odpowied¹ krótko uzasadnij.

Zad. 4 Podaj przykªad miary µ na R, której dystrybuanta Fµ speªnia obydwa poni»sze
warunki:

• Fµ ma dokªadnie dwa punkty nieci¡gªo±ci,

• Fµ nie jest funkcj¡ prost¡.

(Za podanie miary, której dystrybuanta speªnia tylko pierwszy warunek, te» przyznam
(jakie±) punkty. Na wszelki wypadek przypomn¦, »e Fµ(x) = µ((−∞, x]))



Zad. 5 Dla r, s ∈ R de�niujemy ¢wiartk¦ Cr
s ⊆ R2 wzorem Cr

s = {〈x, y〉 : r < x ∧ s <
y}. Czy rodzina wszystkich ¢wiartek {Cr

s : r, s ∈ R} generuje σ-ciaªo zbiorów borelow-
skich na pªaszczyznie? Odpowied» uzasadnij.

Zad. 6 Zde�niuj (precyzyjnie) zbiór Cantora i wyka» (krótko), »e jest zwarty, nie jest
spójny i jest o±rodkowy.


