Egzamin 1 - Analiza i Topologia R

Zad. 1 Rozwazamy przestrzen C|0,1] (z norma supremum) i kule B,.(f) w tej prze-
strzeni (r > 0, f € C[0,1])

a) Znajdz B.(f).

b) Udowodnij, ze B,(f) jest zbiorem wypuklym.

¢) Udowodnij, ze B,(f) nie jest zwarta.



Zad. 2

a) Sformuluj twierdzenie Radona-Nikodyma.

b) Sformutuj twierdzenie Baire’a.

¢) Podaj definicje przestrzeni spojnej nie uzywajac pojecia otwartosci.

d) Oblicz f[o qSinz dp, gdzie p(A) = [,z dX

e) Podaj przyktad przestrzeni zupelnej i ograniczonej, ktéra nie jest zwarta. Odpo-
wiedz krotko uzasadnij.



Zad. 3 Podaj przyktad (niezerowej) miary p na R, ktora jest absolutnie ciagla wzgle-
dem miary Lebesgue’a, ale dla ktorej nie zachodzi A < pu. Odpowiedz krotko uzasadnij.

Zad. 4 Podaj przyklad miary p na R, ktorej dystrybuanta F), spetnia obydwa ponizsze
warunki:

e [, ma dokladnie dwa punkty nieciggtosci,
e [, nie jest funkcjg prostg.

(Za podanie miary, ktorej dystrybuanta spehia tylko pierwszy warunek, tez przyznam
(jakies) punkty. Na wszelki wypadek przypomne, ze F),(z) = pu((—o0, z]))



Zad. 5 Dlar,s € R definiujemy ¢wiartke C7 C R? wzorem C7 = {{z,y): r <z As <
y}. Czy rodzina wszystkich ¢wiartek {C7: r,;s € R} generuje o-cialo zbior6w borelow-
skich na ptaszczyznie? Odpowiedz uzasadnij.

Zad. 6 Zdefiniuj (precyzyjnie) zbior Cantora i wykaz (krotko), ze jest zwarty, nie jest
spojny i jest osrodkowy.



