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Zad. 1 Pokaz, ze jezeli funkcja f: X — Y jest ciggla w sensie Cauchy’ego, to f~1{U]
jest otwarty (w X) dla kazdego zbioru otwartego U (w Y).

Zad. 2 Pokaz, ze funkcja f: X — Y jest ciggla wtedy i tylko wtedy, gdy f~1[K] jest
zbiorem otwartym (w X) dla kazdej kuli K (w Y).

Zad. 3 Pokaz, ze funkcja f: X — Y jest ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy f~![F] jest
domkniety (w X) dla kazdego zbioru domknietego (w Y').

Zad. 4 Zauwaz, ze X jest przestrzenia spojna wtedy i tylko wtedy, gdy X = U UV
dla pewnych zbioréw otwartych, niepustych, roztacznych.

Zad. 5 Udowodnij, ze [0, 1] jest spojny. (Wskazowka: nie wprost zal6z, ze nie. Wtedy
istnieja dwa zbiory otwarte roztaczne U, V takie, ze [0,1] = U U V. Zaloz, ze 0 € U i
rozwaz a = inf V. Co sie dzieje, gdy a € U? Co gdy a € V'?)

Zad. 6 Podaj przyktad funkcji ciaglej f: R — R (w metryce euklidesowej) i zbioru
otwartego U C R takiego, ze jego obraz f[U] nie jest otwarty.

Zad. 7 Zalozmy, ze f: X — Y jest homeomorfizmem. Niech A C X. Pokaz, ze
fia: A — f[A] jest homeomorfizmem (fi4 jest obcieciem funkcji f do A).

Zad. 8 Pokaz, ze jesli przestrzenie X i Y sa homeomorficzne i X jest suma n parami
roztacznych zbiorow otwartych, to przestrzen Y réwniez jest suma n roztagcznych zbiorow
otwartych.

Zad. 9 Niech X bedzie podprzestrzenia R? w ksztalcie litery , X", za$ Y podprzestrze-
niag R? w ksztalcie litery ,,Y”. Pokaz, ze X nie jest homeomorficzne z Y. Wskazowka: nie
wprost zaléz, ze taki homeomorfizm istnieje. Zastanoéw sie, na co moze przechodzi¢ punkt
lezacy na przecieciu / 1 \w X. Wykorzystuj dwa poprzednie zadania.

Zad. 10 Podaj przyktad przestrzeni niespojnej X ispojnej Y takiej, ze istnieje funkcja
ciggta f: X — Y ktora jest ,na“.

Zad. 11 Niech h: (X, dx) — (Y, dy) bedzie homeomorfizmem. Niech A C X . Sprawdz,
czy

Zad. 12  Dokoncz dowdd, ze zbior Cantora jest homeomorficzny z przestrzenia {0, 1}V
z metryka

(). () = 55

gdzie k = min{n: z,, # y,} (lub d((z,), (yn)) = 0, jesli (z,) = (y»). (Na wyktadzie
zdefiniowaliémy homeomorfizm, zgodziliémy sie, ze jest on bijekcja i ze jest ciagly w
jedna strone.)



Zad. 13  Pokaz, ze {0,1}Y z metryka jak w poprzednim zadaniu jest homeomorficzna
z {0, 1} z metryka
|xn - ynl
d(wa), () =D 5
neN

(Uwaga: ta druga metryka pojawila sie na liscie nr 2).
Zad. 14 Niech C' bedzie zbiorem Cantora. Oczywiscie C' x C' jest wtedy podzbiorem
R? i w takim razie mozna C' x C rozpatrywaé jako przestrzeri metryczna (z metryka

euklidesowa). Pokaz, ze C' jest homeomorficzne z C' x C'. Wywnioskuj, ze zbior Cantora
zawiera ¢ parami roztacznych kopii zbioru Cantora.



