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Zad. 1 Poka», »e metryka euklidesowa na R2 jest w istocie metryk¡. Zapisz wzorem
metryk¦ centrum i metryk¦ rzeka. Wyka», »e rzeczywi±cie s¡ to metryki.

Zad. 2 Sprawd¹, »e metryka supremum na C[0, 1] jest metryk¡. (Przypomnienie: przez
C[0, 1] oznacza¢ b¦dziemy zbiór wszystkich funkcji ci¡gªych okre±lonych na odcinku [0, 1]
i o warto±ciach rzeczywistych. Metryka supremum dana jest wzorem

dsup(f, g) = sup{|f(x)− g(x)| : x ∈ [0, 1]}.)

Zad. 3 Jak wygl¡daj¡ kule na R2 z metryk¡ rzeka? Z metryk¡ centrum?

Zad. 4 Sprawd¹, »e funkcja d : (R3)2 → [0,∞) dana wzorem

d((x, y, z) , (x′, y′, z′)) = max{|x− x′|, |y − y′|, |z − z′|}

jest metryk¡. Narysuj kul¦ o ±rodku w punkcie (0, 0, 0) i promieniu 3. Czy dostrzegasz
podobie«stwo tej metryki z metryk¡ supremum?

Zad. 5 Rozwa»amy C[0, 1] z metryk¡ supremum. Niech f ∈ C[0, 1] b¦dzie dane wzo-
rem f(x) = sinx. Podaj przykªad funkcji g ∈ C[0, 1] takiej, »e f ∈ B2(g) \B1(g).

Zad. 6 Podaj przykªad ci¡gu zbie»nego (najlepiej takiego, który nie jest od pewnego
miejsca staªy) i ci¡gu, który nie jest zbie»ny, w przestrzeni C[0, 1] z metryk¡ supremum.

Zad. 7 Poka», »e ci¡g (xn) z R2 jest zbie»ny w metryce euklidesowej wtedy i tylko
wtedy, kiedy jest zbie»ny w metryce miasto.

Zad. 8 Pokaz, »e je±li ci¡g jest zbie»ny w metryce rzeka, to jest zbie»ny w metryce
euklidesowej. Podaj przykªad ci¡gu elementów R2, który jest zbie»ny w metryce eukli-
desowej, ale nie w metryce rzeka.

Zad. 9 Jak wygl¡daj¡ kule i zbiory otwarte w przestrzeni [0, 1) ∪ [2, 3] z metryk¡
euklidesow¡? Jak wygl¡daj¡ kule i zbiory otwarte w N z metryk¡ euklidesow¡?

Zad. 10 Na zbiorze [0, 1]N (tutaj zakªadamy, »e 0 /∈ N) okre±lamy metryk¦ wzorem

d((xn), (yn)) =
∞∑
n=1

1

2n
|xn − yn|.

Rozwa»my kul¦ B 1
2
((an)), gdzie (an) jest ci¡giem stale równym 0. Podaj przykªad ele-

mentu (xn) tej kuli, który nie jest jej ±rodkiem. Nast¦pnie znajd¹ dla tego elementu
liczb¦ N tak¡, »eby prawdziwe byªo zdanie:

Je±li (yn) jest taki, »e ∀n < N y(n) = x(n), to (yn) ∈ B 1
2
((an)).

Zad. 11 Na wierzchoªkach grafu (nieskierowanego, spójnego) mo»na zde�niowa¢ me-
tryk¦ w nast¦puj¡cy sposób: dwa wierzchoªki s¡ od siebie odlegªe o n, je»eli da si¦ z
jednego do drugiego doj±¢ przechodz¡c przez n kraw¦dzi (ale ju» nie n − 1). Sprawd¹,
»e w istocie jest to metryka; zobacz, jak wygl¡daj¡ w tej przestrzeni metrycznej kule,
zbiory otwarte i zbiory domkni¦te.


