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Zad. 1 Rozwaz funkcje f: N x N — R taka, ze
e f(n,n) =1 dla kazdego n,
e f(n+1,n) =—1 dla kazdego n,
o f(k,n)=0,jezelik #nik#n+1.

Jest to funkcja mierzalna wzgledem (P(N) ® P(N). Sprawdz, ze nie zachodzi dla niej
teza twierdzenia Fubiniego (zastosowana dla u® u, gdzie 1 sg miarami liczacymi na N).

Zad. 2  Znajdz przyklad funkcji f: R? — R, ktora jest borelowska, ale dla ktorej nie
zachodzi teza twierdzenia Fubiniego (zastosowana dla A ® \).

Zad. 3 Stosujac tw. Fubiniego wyprowadz wzor na objeto$¢ stozka o wysokosci h,
ktorego podstawsg jest zbior borelowski B C R2.

Zad. 4 Rozwazmy przestrzen ({0, 1}, 3, 1), gdzie ¥ i p to o-algebra i miara produk-
towa podane na wyktadzie. Oblicz p(A), jeshi

o A jest zbiorem tych ciggow z € {0, 1}, w ktorych jedynka pojawita sie nieskon-
czenie wiele razy,

e A jest zbiorem tych ciggow z € {0, 1}, w ktorych sekwencja (1,0,1,1) pojawia
sie przynajmniej raz,

e A jest zbiorem tych ciagow z € {0, 1}, w ktorych sekwencja (1,0,1,1) pojawia
sie doktadnie raz.

Zad. 5 Uzasadnij, ze miara Lebesgue’a Ay na pltaszczyznie jest niezmiennicza na prze-
suniecia. Rozwaz przeksztatcenie liniowe

T:R? - R

Jak jest zwiazek miedzy Ao(A), a Ao(T[A])? Wskazowka: rozwaz najpierw proste prze-
ksztatcenia liniowe i sprobuj wysnu¢ na podstawie tych rozwazan jakas hipoteze.

Zad. 6 Niech v bedzie miara okreslona na rodzinie zbioréw borelowskich zdefiniowana
przez

V(A) = /A 22 ),

gdzie X\ jest miara Lebesgue’a. Oblicz

/ sinx dv.
[0,1]

Zad. 7 Dwie osoby losuja liczby z przedziatu [0,1]. Rozklad prawdopodobienstwa
zwigzany z losowaniem pierwszej osoby jest dany przez

() = [ 3 ax
A



a drugiej przez
pa(A) = / 2 — 2z dA.
A

(Tzn., ze prawdopodobieristwo wylosowania przez i-ta osobe liczby ze zbioru A wynosi
p;i(A).) Jakie jest prawdopodobienistwo, ze liczba wylosowana przez pierwsza osobe bedzie
dwa razy mniejsza niz przez druga?



