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Zad. 1 Pokaz, ze jezeli f = g p-prawie wszedzie, to

/fduz/gdu-

Pokaz, ze nie zachodzi odwrotna implikacja.

Zad. 2 Sprawdz, ze funkcja p okreslona na P(R) dana wzorem
1 2
n(A) = 551(/1) + §52(A)

dla kazdego A € P(R), jest miara. Oblicz caltke

/ sinz du.
R

Podaj przyktad takiej funkcji f: R — R, ze

f du=15.
[0,1]

Zad. 3 Udowodnij tzw. nier6wnos$¢ Czebyszewa, tzn.

/deMZe'u({xGX:f(x)Zﬁ})-

Tutaj (X, 3, i) jest przestrzenia miarowa, f jest funkcja mierzalng nieujemng, a € > 0.
(Mierzalno$¢ oznacza tutaj, ze f~'[B] € ¥ dla kazdego borelowskiego B; w rozwiazaniu
mozna sie oby¢ bez tej informacji, chodzi po prostu o to, zeby [ f du istnialo).

Zad. 4 Rozwazmy (N, P(N), u), gdzie p jest miarg liczaca. Niech f: N — R bedzie

ciagiem. Pokaz, ze
/ fdu=>Y_f(n).
n=1

Zad. 5 Niech (X,%, 1), (Y,II, u2) beda przestrzeniami miarowymi. Pokaz, ze

i @ (A X B) = pa(A) - o (B)
dla kazdego A € 3, B € Il
Zad. 6  Oblicz miare \2(A), gdzie

a) A=10,1] x {0,1},

b) A={(z,y): x—ycQ}

Zad. 7 Rozwazmy przestrzenn miarowa (R x R,Bor(R) ® P(R), A ® u), gdzie p jest
miara liczaca. Oblicz miare A @ p(A), gdzie



a) A=1[0,1] x {0,1},
b) A={(n,m)eN*:n<m}.
Zad. 8 Zalozmy, ze dla zbiorow borelowskich A, B C [0, 1]* zachodzi:
Vo AM(A,) = N By).

Wykaz, ze w takim razie Ao(A) = A\o(B). Pokaz, ze ta rownosé¢ bylaby spelniona rowniez,
gdy M(A;) = A(B,) prawie wszedzie.
Zad. 9 Niech E € Bor([0,1]?). Rozwazmy funkcje f: R — R zadana wzorem fg(z) =
A Ey).

a) Pokaz, ze jesli E = A x B, to fg jest borelowska,

b) Pokaz, ze jesli fg jest borelowska i F' = [0,1]? \ E, to fr jest borelowska. (Wska-
zowka: jak zapisa¢ fr uzywajac fg?)

c) Pokaz, ze jeli fg, sa borelowskie i E = |J F,, to fg jest borelowska. (Wskazowka:
jak zapisa¢ fg przy pomocy fg,7)

d) Wywnioskuj z powyzszych, ze fg jest borelowska dla kazdego borelowskiego E C
[0, 1]2.



