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Zad. 1 Poka», »e je»eli f = g µ-prawie wsz¦dzie, to∫
f dµ =

∫
g dµ.

Poka», »e nie zachodzi odwrotna implikacja.

Zad. 2 Sprawd¹, »e funkcja µ okre±lona na P(R) dana wzorem

µ(A) =
1

3
δ1(A) +

2

3
δ2(A)

dla ka»dego A ∈ P(R), jest miar¡. Oblicz caªk¦∫
R

sinx dµ.

Podaj przykªad takiej funkcji f : R→ R, »e∫
[0,1]

f dµ = 15.

Zad. 3 Udowodnij tzw. nierówno±¢ Czebyszewa, tzn.∫
X

f dµ ≥ ε · µ({x ∈ X : f(x) ≥ ε}).

Tutaj (X,Σ, µ) jest przestrzeni¡ miarow¡, f jest funkcj¡ mierzaln¡ nieujemn¡, a ε > 0.
(Mierzalno±¢ oznacza tutaj, »e f−1[B] ∈ Σ dla ka»dego borelowskiego B; w rozwi¡zaniu
mo»na si¦ oby¢ bez tej informacji, chodzi po prostu o to, »eby

∫
f dµ istniaªo).

Zad. 4 Rozwa»my (N,P(N), µ), gdzie µ jest miar¡ licz¡c¡. Niech f : N → R b¦dzie
ci¡giem. Poka», »e ∫

f dµ =
∞∑
n=1

f(n).

Zad. 5 Niech (X,Σ, µ1), (Y,Π, µ2) b¦d¡ przestrzeniami miarowymi. Poka», »e

µ1 ⊗ µ2(A×B) = µ1(A) · µ2(B)

dla ka»dego A ∈ Σ, B ∈ Π.

Zad. 6 Oblicz miar¦ λ2(A), gdzie

a) A = [0, 1]× {0, 1},

b) A = {〈x, y〉 : x− y ∈ Q}.

Zad. 7 Rozwa»my przestrze« miarow¡ (R × R,Bor(R) ⊗ P(R), λ ⊗ µ), gdzie µ jest
miar¡ licz¡c¡. Oblicz miar¦ λ⊗ µ(A), gdzie



a) A = [0, 1]× {0, 1},

b) A = {〈n,m〉 ∈ N2 : n ≤ m}.

Zad. 8 Zaªó»my, »e dla zbiorów borelowskich A, B ⊆ [0, 1]2 zachodzi:

∀x λ(Ax) = λ(Bx).

Wyka», »e w takim razie λ2(A) = λ2(B). Poka», »e ta równo±¢ byªaby speªniona równie»,
gdy λ(Ax) = λ(Bx) prawie wsz¦dzie.

Zad. 9 Niech E ∈ Bor([0, 1]2). Rozwa»my funkcj¦ f : R→ R zadan¡ wzorem fE(x) =
λ(Ex).

a) Poka», »e je±li E = A×B, to fE jest borelowska,

b) Poka», »e je±li fE jest borelowska i F = [0, 1]2 \ E, to fF jest borelowska. (Wska-
zówka: jak zapisa¢ fF u»ywaj¡c fE?)

c) Poka», »e je±li fEn s¡ borelowskie i E =
⋃
En, to fE jest borelowska. (Wskazówka:

jak zapisa¢ fE przy pomocy fEn?)

d) Wywnioskuj z powy»szych, »e fE jest borelowska dla ka»dego borelowskiego E ⊆
[0, 1]2.


