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Zad. 1 Wykonaj poni»sze polecania posªuguj¡c si¦ ±ci±le de�nicjami kresów.

a) zauwa», »e je»eli zbiór A ma najwi¦kszy element, to jest on jego kresem górnym,

b) sprawd¹, czy najwi¦kszy element zbioru A mo»e by¢ jego kresem dolnym,

c) oblicz kresy zbiorów (0, 1), [0, 1],

d) oblicz kresy zbiorów {1/n : n ∈ N}, {k/n : k, n ∈ N}, {k/n : n ∈ N, 0 < k < n},

e) oblicz sup{sin(x) : x ∈ [0, 1)}.

Zad. 2 Poka», »e

sup{f(x) + g(x) : x ∈ A} ≤ sup{f(x) : x ∈ A}+ sup{g(x) : x ∈ A}

dla ka»dego niepustego A ⊆ R i dowolnych funkcji f : R→ R i g : R→ R.
Zad. 3 Jaka jest relacja mi¦dzy lim an a sup{an : n ∈ N}, je±li (an) jest zbie»ny i
rosn¡cy? A je±li jest tylko zbie»ny?

Zad. 4 Niech (An) b¦dzie ci¡giem podzbiorów R. Wyka», »e⋂
n

⋃
k>n

Ak = {x ∈ R : x ∈ An dla niesko«czenie wielu n}.

Czy potra�sz znale¹¢ podobn¡ charakteryzacj¦ zbioru⋃
n

⋂
k>n

Ak?

Zad. 5 Znajd¹ ci¡g (An) podzbiorów R, dla którego⋂
n

⋃
k>n

Ak 6=
⋃
n

⋂
k>n

Ak.

Zad. 6 Poka», »e suma dowolnie wielu zbiorów otwartych jest zbiorem otwartym (w
razie trudno±ci, na pocz¡tku spróbuj dowie±¢, »e suma dwóch zbiorów otwartych jest
otwarta).

Zad. 7 Poka», »e je»eli zbiory U1, U2 ⊆ X s¡ otwarte, to U1 ∩ U2 jest otwarty. Wy-
wnioskuj, »e przekrój sko«czenie wielu zbiorów otwartych jest otwarty. Poka», »e przekrój
niesko«czenie wielu zbiorów otwartych nie musi by¢ otwarty.

Uwaga. W poni»szych zadaniach domy±ln¡ metryk¡ na Rk jest metryka euklidesowa.

Zad. 8 Zde�niuj podzbiór R5, który nie jest ani otwarty ani domkni¦ty.

Zad. 9 Poka», »e dla ka»dego zbioru A ⊆ X zachodzi

A = (Int(Ac))c.



Zad. 10 Znajd¹ wn¦trza, domkni¦cia i brzegi poni»szych podzbiorów pªaszczyzny:

∅, Q×Q, {〈x, y〉 : x < y}, [0, 1]×(0, 1), {〈x, y〉 :
√

x2 + y2 < 9}∪{〈3, 0〉, 〈0, 3〉}, N×Q

Które z nich s¡ otwarte, które domkni¦te, które g¦ste, a które brzegowe? Jak b¦d¡ wy-
gl¡da¢ wn¦trza i domkni¦cia tych zbiorów w metryce miasto, rzeka i dyskretnej?

Zad. 11 Wyka», »e podzbiory Rn postaci (a1, b1)×· · ·×(an, bn) s¡ otwarte, a [a1, b1]×
· · · × [an, bn] s¡ domkni¦te.

Zad. 12 Poka», »e ci¡g (xn) w przestrzeni euklidesowej Rk jest zbie»ny, je±li ka»dy z
ci¡gów xn(i) dla i < k jest zbie»ny.


